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まえがき

世の中で起きている、またはこれから起きるかもしれない現象を、何とか定式化してその現象の本

質を探ろうとするが科学である. ここ２, ３百年の間に、多くの現象が定式化され、その式を解くこ

とによって、いろいろなことが分かってきた.

また、ここ数十年コンピュータのハード並びにソフトの発達により、ほとんどの定式化された物理

現象は、行列の固有値問題として扱うことができるようになった. このことから、大学で学ぶべきこ

とは現象の定式化をいかに行うかということと、その式をいかに解くかということになる.

まず、定式化を行うには、物体の時間による変化や位置による変化と、基本となる法則が必要とな

る. 基本となる法則とは、例えば、ニュートンの第２法則、別名、運動方程式などである. 次に、そ

の現象を再現するような実験が必要だったり、規模が大きくて再現ができないようなものは、コン

ピュータでのシミュレーションを行ったりしなければならない. そして、実験やシミュレーションで

得たデータをもとに、定式化に磨きをかける.

さて、こうやってできた式は、多くの変数を含んでいる. これらの変数を１つのベクトルとして扱

うことにより、生まれたのが線形代数学である. つまり、線形代数学を学ぶことは、これから学ぶい

ろいろな専門科目の基礎を作ることになる.

最後に本書が線形代数学への入門書としての役割を果たし, 各専門分野での勉学の架け橋となるこ

とを願います．

2005年 3月 著者
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第1章 ベクトル空間(Vector space)

1.1 幾何ベクトルとベクトル空間 (geometric vectors and vector

spaces)

平面や空間での有向線分によって表されるベクトルにはすでに出会ったことがあるでしょう．こ

こでは, 一般のベクトルと区別するため, 有向線分で表されるベクトルを 幾何ベクトル (geometric

vector) とよびます．幾何ベクトルは, 方向と大きさをもつ線分を表します．方向と大きさはまだ定

義していないので, この初等的な幾何ベクトルの定義は完全ではありません．ただ, 皆さんが日常使っ

ているユークリッド幾何での方向と大きさと考えれば十分です．

これから先, 幾何ベクトルはいつも有向線分で表されます．幾何ベクトルは, 皆さんが今まで扱っ

てきた数と違い, 同じ方向と大きさをもちさえすれば等しいということができます．つまり, どの有

向線分もそれに平行で大きさが同じ有向線分で置き換えても等しく, このことから, 有向線分は方向

と大きさを変えないで自由に動かすことができます．

初めに, ふたつの初等的な演算, 加法 (vector addition)およびスカラー乗法 (scalar multipli-

cation)を幾何ベクトルに対して定義します．ベクトルの和を作る操作を加法といい, ベクトルを定

数倍することをスカラー乗法といいます．このふたつの演算とそこから派生する性質が, 後にもっと

完全なベクトルの定義へと導いてくれます．そして, この定義は後の多くの応用のための基礎概念と

なってくれます．

♠幾何ベクトルの和 ♠
ふたつの 幾何ベクトルの和 (vector sum) は, 一方の幾何ベクトルの尻尾 (始点)をもう一方の幾

何ベクトルの頭 (終点)につけることにより定義されます．よって, ふたつの幾何ベクトルの和は最初

の幾何ベクトルの尻尾から次の幾何ベクトルの頭を結んだ有向線分で表せます．ほかの見方をする

と, ふたつの幾何ベクトル A,B の和A + B は A とB によって作られる平行四辺形の対角線とし

て表せます．

A
A

A

B

A+B
C

2C

-C

図 1.1: ベクトルの和とスカラー倍
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幾何ベクトルの和は次のような性質をもっています．各自確かめておいて下さい．

1． ふたつの幾何ベクトルの和はまた幾何ベクトルである．(このことを和は閉じているといいます)

2． 任意の幾何ベクトル A とB において, A+B = B+A が成り立つ．(交換法則)

3． 任意の幾何ベクトル A,B,C において, (A+B)+C = A+(B+C)が成り立つ．(結合法則)

4． 任意の幾何ベクトル A に対して, A+0 = A となる幾何ベクトル 0 が存在する．(零元の存在)

5． 任意の幾何ベクトル A に対して, A+B = 0 となる幾何ベクトル B が存在する．(逆元の存在)

♠幾何ベクトルのスカラー倍 ♠
幾何ベクトルの スカラー倍 (scalar multiple) α A は幾何ベクトル Aを実数 α の大きさ |α| 倍

することで定義されます．ただし, α が負のときは方向が反対になります．幾何ベクトルのスカラー

倍は次のような性質をもっています．各自確かめておいて下さい．

6． 幾何ベクトルのスカラー倍はまた幾何ベクトルである．

7． 任意の実数 α と β に対して, α(βA) = (αβ)A が成り立つ．(結合法則)

8． 任意の実数 α と β に対して, (α+ β)A = αA + βA が成り立ち, 任意の幾何ベクトル A とB

に対して, α(A+B) = αA + αB が成り立つ．(分配法則)

9． 1A = A; 0A = 0; α0 = 0 が成り立つ．

♠幾何ベクトル空間 ♠
平面や空間の幾何ベクトルにおいて上の 1から 9までの性質が成り立ちます．このとき, 平面や空

間の幾何ベクトルの集まりを 幾何ベクトル空間 (geometric vector space) といいます．幾何ベク

トル空間はしばしばユークリッド空間ともよばれ, これから学ぶもっと抽象的なベクトル空間の一例

です．一般に, 和およびスカラー倍が上の性質 1から 9を満たす物の集まりを ベクトル空間 (vector

space) とよび, その集合の要素を ベクトル (vector) といいます．よって, これから登場してくるベ

クトルには, 幾何ベクトルとは似ても似つかない物が沢山あります．

♠空間のベクトル ♠
平面上の幾何ベクトル xに対して、直交座標を用意し、始点が原点になるように平行移動したと

き、終点の座標 (x1, x2)をこの幾何ベクトルとみなしてやります. つまり、x = (x1, x2)とします. す

ると、２つの幾何ベクトル x = (x1, y1),y = (y1, y2)の和の x座標は、x1 に y1 を加えた値になり、

また、y座標は x2 に y2 を加えた値になることが分かります. そこで、

(x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2)

と定義することができます.

例題 1.1
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X = (−1, 2),Y = (0,−3) について, X+Yを求めよ.

解 X+Y = (−1, 2) + (0,−3) = (−1,−1) ■
この考え方を一般化するため、３次元の空間の幾何ベクトルに直交座標を用意し、始点が原点

(0, 0, 0)になるように平行移動したときの終点の座標を (a1, a2, a3)とします.

空間のベクトル (space vector) は３個の実数の組 (a1, a2, a3) で表され, a1 を x-成分, a2 を y-

成分, a3 を z-成分といいます．これらのベクトルの集まりを {(a1, a2, a3) : ai 実数 } で表し, 加法お

よびスカラー乗法を適宜決めることにより, ベクトル空間にすることができます．このベクトル空間

を 3次元ベクトル空間 (three dimensional vector space) といいR3 で表します．R3 では, ベク

トルの和は対応する成分どうしの和によって定義します．つまり

(a1, a2, a3) + (b1, b2, b3) = (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3).

スカラー倍は実数のそれぞれの成分への積により定義します．つまり

α(a1, a2, a3) = (αa1, αa2, αa3).

この定義より空間のベクトルの集合で, ベクトル空間となるための 9個の性質が成り立つことを示す

のは, それほど難しいことではないでしょう．

この空間の零元を零ベクトル (zero vector)といい (0,0,0)で表します．3個の実数の組 (a1, a2, a3)

自身は方向も大きさももっていませんが, (a1, a2, a3) を直交座標上の点 (a1, a2, a3) と考え, 原点から

この点にのびる有向線分を表すものとします．この考え方により幾何ベクトルと空間のベクトルを同

じものとして扱うことができます．よって, ベクトルの大きさ ∥(a1, a2, a3)∥ は, 原点と点 (a1, a2, a3)

を結ぶ線分の距離となり, (a21 + a22 + a23)
1/2 で表せます．

例題 1.2

A = (−1, 2, 3),B = (0,−3, 2) について, 次の値を求めよう．

(a) 2A (b) 3B− 2A (c) ∥A∥ (d) ∥A+B∥
解 (a) 2A = 2(−1, 2, 3) = (−2, 4, 6).
(b) 3B− 2A = 3(0,−3, 2)− 2(−1, 2, 3) = (2,−13, 0).
(c) ∥A∥ = ((−1)2 + 22 + 32)1/2 =

√
14.

(d) ∥A+B∥ = ∥(−1, 2, 3) + (0,−3, 2)∥ = ∥(−1,−1, 5)∥ =
√
27 = 3

√
3. ■

(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)という 3つのベクトルはそれぞれ i,j,kで表されます．この記号を使うと, ベ

クトル A = (a1, a2, a3) は a1i+ a2j+ a3k と表せます (どうやって?)．またベクトル i,j,k のように

大きさが 1のベクトルを 単位ベクトル (unit vector) といいます．

4個の実数の組, 5個の実数の組, または n個の実数の組 (n-tuples)についても, 3個の組のときと

同じ様に扱うことができます．ただ, 紙面の都合上, たとえば, 5個の実数の組は (a1, a2, a3, a4, a5) と
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表す代わりに,


a1

a2

a3

a4

a5

と表すこともあります．その和およびスカラー倍は次のように定義します．


a1

a2

a3

a4

a5

+


b1

b2

b3

b4

b5

 =


a1 + b1

a2 + b2

a3 + b3

a4 + b4

a5 + b5

 ,

α


a1

a2

a3

a4

a5

 =


αa1

αa2

αa3

αa4

αa5

 .

同様にして, n 個の実数の組についても和およびスカラー倍が定義できます．そしてこの和とスカ

ラー倍はベクトル空間の性質 1から 9を満たします．

定理 1.1

Rn = {(a1, a2, . . . , an) : ai ∈ R}はベクトル空間をなす.

演習問題 1－ 2

1. ベクトル A = (2,−1, 3) とベクトル B = (−1, 1, 4) について, 次の値を求めよ．

(a) A+B (b) 3B (c) ∥A∥ (d) 3B− 2A

2. ベクトル A = (−2,−1, 3) とベクトル B = (3, 0, 1) について, 次のベクトルを i, j,k を用いて

表せ．

(a) B−A (b) 3A+B (c) 3B− 2A (d)
A+B

2
3. 1.1で定義した幾何ベクトルの和は性質 1から 5を満たすことを示せ．

4. 1.1で定義したスカラー倍は性質 6から 9を満たすことを示せ．

5. 1.1で定義した空間のベクトルの和およびスカラー倍は性質 1から 9を満たすことを示せ．

6. ベクトル A とB の始点が同じとき, A とB の作る角を二等分するベクトル Cを求めよ．

7. x(1, 1, 1) + y(1, 1, 0) + z(1, 0, 0) = (2,−3, 4) を解き, x, y, z を求めよ．

1.2 内積空間 (inner product spaces)

♠区分的に連続な関数 ♠
ここでは幾何ベクトル空間には似ても似つかないベクトル空間を紹介します．まず区間 (a, b) で

連続な関数の集まりを C(a, b) で表し, 区間 (a, b) で区分的に連続な関数 (piecewise continuous

function) の集まりを PC(a, b) で表します. 関数 f(t)が区間 I で区分的に連続とは、
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1. f(t)は区間 I で有限個の点を除いて連続である．

2. f(t)の不連続点 t0 では, 左側および右側極限値が存在する．

を満たすことをいいます.

ここで、C(a, b) と PC(a, b) の f(x) と g(x) に対して, 和およびスカラー倍を次のように定義し

ます．

1．f + g は点 x で f(x) + g(x) の値をとる関数．

2．αf は点 x で αf(x) の値をとる関数．

例題 1.3

f(x) = x, g(x) = x2 のとき, f + g, 1
2f, 2g を求めよう．

解 (f + g)(x) = f(x) + g(x) = x+ x2,

( 12f)(x) =
1
2f(x) =

x
2 ,

(2g)(x) = 2g(x) = 2x2. ■
この和とスカラー倍によって, ベクトル空間になるための 9個の性質が

C(a, b) と PC(a, b) において成り立ちます．

定理 1.2

C(a, b)と PC(a, b)はベクトル空間をなす.

これより, ベクトル空間に含まれる f(x) や g(x) をベクトルとよぶことができます．幾何ベクト

ルと姿や形が違いますが立派なベクトルです．ベクトル空間の中には大きさや方向を考える必要の

ないものもありますが, 大きさを与えることのできるベクトル空間を 計量ベクトル空間 (normed

vector space) といいます．ここでは内積が定義できる計量ベクトル空間について考えます．

♠内積 ♠
幾何ベクトルにおいて次の 3つのことは基本です．(1)和, (2)スカラー倍, (3)内積 (スカラー積)．

和とスカラー倍については、すでに学んだので、ここでは幾何ベクトルの内積について紹介します.

0でないベクトルA, Bとそれらのなす角を θ(0 ≤ θ ≤ π)とします．このとき, 実数 ∥A∥∥B∥ cos θ
をAとBの内積 (dot product)またはスカラー積といいA ·Bと表します．つまり

A ·B = ∥A∥∥B∥ cos θ

A,Bのうち少なくとも一方が 0のときは, A ·B = 0と定めます．

これまでに私たちは和およびスカラー倍の一般化を行いました．そこでここでは内積の一般化に

挑戦します．

定義 1.1

ふたつのベクトル v1,v2 に対して, 実数 (v1,v2) または v1 · v2 が定まり, 次の性質をもつとき,

(v1,v2) または v1 · v2 を v1 と v2 の 内積 (inner product) という．

あるベクトル空間のすべてのベクトル v,v1,v2,v3 とすべての実数 α, β に対して,

1. (αv⃗1 + βv⃗2) · (v⃗3) = α(v⃗1 · v⃗3) + β(v⃗2 · v⃗3) (線形性)
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2. v⃗1 · v⃗2 = v⃗2 · v⃗1 対称性

3. v⃗ · v⃗ ≥ 0, v⃗ · v⃗ = 0 と v⃗ = 0⃗ は同値．(正定値性) が成り立つ．

例題 1.4

幾何ベクトル A とB の間では, スカラー積A · B は次のように与えられます．

A ·B = |A||B| cos θ.

ここで |A| と |B| は A と B の長さを表し, θ はベクトル A と B が作る小さいほうの角度を表し

ます．このスカラー積は内積の性質 1 から 3 を満たしていることを示してみよう．

A

B
C

ω
θ

図 1.2: スカラー積

解 A とB のなす角を θ, A とA+B のなす角を γ,A とC のなす角を ω とすると,

1.

|A+B| cos γ = |A|+ |B| cos θ,

|A+B| sin γ = |B| sin θ.

よって

(A+B) ·C = |A+B||C| cos(ω − γ)

= |A+B||C|(cosω cos γ + sinω sin γ)

= |A||C| cosω + |B||C| cos(θ − ω)

= A ·C+B ·C.

また α ̸= 0 のとき,

α(A ·B) = α|A||B| cos θ = (αA) ·B.

これより, 1の線形性が示せた．

2．

A ·B = |A||B| cos θ = |B||A| cos θ = B ·A.

3. A ·A = |A|2, よって, A ·A = 0 とA = 0は同値． ■



1.2. 内積空間 (inner product spaces) 7

例題 1.5

3次元ベクトル空間 R3 に内積を定義してみよう．

解 (a1, a2, a3), (b1, b2, b3) を R3 の任意の元とすると,

(a1, a2, a3) · (b1, b2, b3) = a1b1 + a2b2 + a3b3

で定義された積は内積であることが示せる．つまり

v1 = (a1, a2, a3),v2 = (b1, b2, b3),v3 = (c1, c2, c3) ∈ R3, α, β ∈ R とすると

1．

(αv1 + βv2) · v3 = (αa1 + βb1, αa2 + βb2, αa3 + βb3) · (c1, c2, c3)

= (αa1 + βb1)c1 + (αa2 + βb2)c2 + (αa3 + βb3)c3

= α(a1c1 + a2c2 + a3c3) + β(b1c1 + b2c2 + b3c3)

= α(a1, a2, a3) · (c1.c2, c3) + β(b1, b2, b3) · (c1, c2, c3)

= αv1 · v3 + βv2 · v3.

2.

v1 · v2 = (a1, a2, a3) · (b1, b2, b3)

= a1b1 + a2b2 + a3b3

= b1a1 + b2a2 + b3a3

= (b1, b2, b3) · (a1, a2, a3)

= v2 · v1.

3.

v1 · v1 = a21 + a22 + a23 ≥ 0

v1 · v1 = 0 ⇔ a21 + a22 + a23 = 0

⇔ a1 = a2 = a3 = 0. ■

定義 1.2

f(x), g(x) を PC[a, b] の元とすると, 内積 (f, g) は次の式で与えられる．

(f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x)dx.

(注) これは内積の性質 1, 2, 3 を満たしています．

例題 1.6

f(x) = x, g(x) = x2 が PC[0, 2] に属しているとき, 内積 (f, g) を計算しよう．

解

(f, g) =

∫ 2

0

(x)(x2)dx =
x4

4
|20= 4. ■

ベクトル空間上に内積が定義されると, ノーム (ベクトルの大きさ)が定義されます．
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定義 1.3

ベクトル v の l2 ノーム (norm) は ∥v∥2 で表され, 次の式で与えられる．

∥v∥2 =
√
v · v.

よって、内積の性質より、l2 ノームは次の性質を持っている.

すべてのベクトル x,y ∈ Rn とすべての実数 α に対して,

1. ∥x∥2 ≥ 0, ∥x∥2 = 0 と x = 0 は同値

2. ∥αx∥2 = |α|∥x∥2

3. ∥x+ y∥2 ≤ ∥x∥2 + ∥y∥2

例えば、幾何ベクトル空間では, ∥A∥2 =
√
A ·A = |A| となるのでA の長さと同じです．3次元

ベクトル空間では

∥(a1, a2, a3)∥2 =
√

a21 + a22 + a23

となるので, 原点から点 (a1, a2, a3) までの最短距離と考えられます． 関数空間 (function space)

PC[a, b] では,

∥f∥2 = {
∫ b

a

[f(x)]2dx}1/2.

となります.

この l2 ノームの他にも、Rn でよく用いられるものに、l∞ ノームがあります.

定義 1.4

ベクトル x = (x1, x2, . . . , xn)の l∞ ノーム (norm) は ∥x∥∞ で表され, 次の式で与えられる．

∥x∥∞ = max
1≤i≤n

|xi|.

例題 1.7

ベクトル x = (−1, 1,−2)の l2 ノームと l∞ ノームを求めよう.

解

∥x∥2 =
√
(−1, 1,−2) · (−1, 1,−2) =

√
1 + 1 + 4 =

√
6

∥x∥∞ = max
1≤i≤3

|xi| = max{1, 1, 2} = 2

l∞ ノームも l2 ノームと同様に次の性質を持っています.

すべてのベクトル x,y ∈ Rn とすべての実数 α に対して,

1. ∥x∥ ≥ 0, ∥x∥ = 0 と x = 0 は同値

2. ∥αx∥ = |α|∥x∥
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3. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥

♠直交 ♠
２つの幾何ベクトルが直交すると、A ·B = |A||B| cos θで cos θ = 0となるので、内積は零.また、

A,Bが零ベクトルでなく、内積が零ならば、cos θ = 0となり、Aと Bは直交していることが分か

ります.

このように、ベクトル空間に内積が定義されると, ノームだけでなく垂直という概念の一般化とし

て直交を定義できます．

定義 1.5

v1 · v2 = 0 のとき, ベクトル v1 とベクトル v2 は 直交 (orthogonal)しているという．また異なる

ベクトルがみな直交しているベクトルの集合を 直交系 (orthogonal system) という．

幾何ベクトル空間では, 有向線分A,B の内積 A ·B は例題 1.2より A ·B = |A||B| cos θ で与え
られるので, もし 0でない有向線分A,B に対して, 内積 A ·B = 0 ならば θ = 90◦．つまり, A とB

は垂直となります．

3次元ベクトル空間でベクトル (a1, a2, a3), (b1, b2, b3) の内積は例題 1.2より, a1b1 + a2b2 + a3b3,

また 3次元ベクトルを幾何ベクトルと考えると,

(a1, a2, a3) · (b1, b2, b3) = ∥(a1, a2, a3)∥∥(b1, b2, b3)∥ cos θ.

このことから

cos θ =
a1b1 + a2b2 + a3b3

∥(a1, a2, a3)∥∥(b1, b2, b3)∥

となり, ふたつのベクトルのなす角の余弦は内積より求めることができます．

例題 1.8

A = (1, 1, 2) と B = (−1, 2, 1) のなす角を求めよう．
解

cos θ =
a1b1 + a2b2 + a3b3

∥(a1, a2, a3)∥∥(b1, b2, b3)∥
=
−1 + 2 + 2√

6
√
6

=
1

2
.

これを満たす θ を [0,
π

2
] で捜すと θ =

π

3
となる． ■

♠平面の方程式 ♠
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x

y

z

r

N

(a1,a2,a3)

(x,y,z)
r-r0

r0

図 1.3: 平面の方程式

空間の中に直交座標系を取り, 平面を考えます．平面とはある点を通り, その法ベクトルが一定な

面と考えることができます．ここで, 法ベクトル (normal vector) とは, 面に接するベクトルに直

交するベクトルのことです．内積を使うと簡単にこの平面の方程式が求まります．まず点 (a1, a2, a3)

を求める平面上の点とします．そしてN = (A,B,C) をその平面の法ベクトルとします．r0 を原点

と点 (a1, a2, a3) を結ぶ位置ベクトル, rを原点と点 (a1, a2, a3)以外の平面上の点を結ぶ位置ベクト

ルとします．すると r − r0 は平面上のベクトルとなるので, r − r0 と N の間の角は 90◦．よって

(r− r0) ·N = 0 となり, これが求める平面の方程式です．

例題 1.9

点 (3,−1, 4) を通り, 法ベクトル (−1, 1, 2) をもつ平面の方程式を求めよう．
解 位置ベクトル rを (x, y, z)とすると, 平面の方程式は

(x− 3, y + 1, z − 4) · (−1, 1, 2) = 0.

よって

−(x− 3) + (y + 1) + 2(z − 4) = 0

または

−x+ y + 2z = 4. ■

例題 1.10

sinx と cosx は [−π, π] で直交するが [0,
π

4
] では直交しないことを示そう．

解 [−π, π] で

(sinx, cosx) =

∫ π

−π

sinx cosxdx =
sin2 x

2
|π−π=

sin2 π − sin2 (−π)
2

= 0.

[0,
π

4
] で

(sinx, cosx) =

∫ π
4

0

sinx cosxdx =
sin2 x

2
|
π
4
0 =

1

2
sin2

π

4
=

1

2
(

√
2

2
)2 =

1

4
. ■
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関数空間での直交は直角に交わるということではありませんので注意して下さい．

0でない幾何ベクトル Aをその大きさで割り, 単位ベクトル
A

|A|
を求めることがよくあります．

もっと一般的な場合にもベクトル vをそのノームで割り, 単位ベクトル
v

∥v∥
を求めることがありま

す．このようにして大きさが 1のベクトルを求めることを, 正規化 (normalize)するといいます．ま

た, 直交系のすべてのベクトルを正規化してできた集合を 正規直交系 (orthonormal system) と

いいます．正規直交系の例として 3次元ベクトル空間での {i,j,k} があげられます．なぜこれが大事
なのか次の節ではっきりするでしょう．

例題 1.11

関数列 {cosmx}∞m=0 は [0, π] で直交系をなすことを示し, 対応する正規直交系を求めよう．

解 m ̸= n のとき,

(cosmx, cosnx) =

∫ π

0

cosmx cosnxdx

=
1

2

∫ π

0

[cos (m+ n)x+ cos (m− n)x]dx

=
1

2
[
sin (m+ n)x

(m+ n)
+

sin (m− n)x

(m− n)
] |π0= 0.

m = 0 のとき, cosmx = cos 0 = 1より

∥1∥ = [

∫ π

0

(1)2 dx]1/2 =
√
π.

m ̸= 0 のとき,

∥ cosmx∥ = [

∫ π

0

cos2 mx dx]1/2 =

√
π

2
.

よって求める正規直交系は

{ 1√
π
,

√
2√
π
cosx, · · · ,

√
2√
π
cosmx, · · · }. ■

♠フーリエ級数 ♠
この正規直交系を用いると, 区分的に連続な関数 f(x) ∈ [0, L]は, 次の式で表現することができ

ます．

f(x) ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

an cos
nπx

L

ただし,

an =
2

L

∫ ∞

0

f(x) cos
nπx

L
dx, n = 0, 1, 2, . . . ,

このとき, 最初の式の右辺を f(x) のフーリエ級数 (Fourier series) といい, an をフーリエ係数

(Fourier coefficient)といいます．

例題 1.12
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ノームはベクトル空間上の任意のベクトル v1 と v2 に対して, 三角不等式

∥v1 + v2∥ ≤ ∥v1∥+ ∥v2∥

を満たすことをしめそう．

解

∥v1 + v2∥2 = (v1 + v2) · (v1 + v2)

∥v1∥2 + 2v1 · v2 + ∥v2∥2

ここで, Cauchy-Schwarzの不等式 (演習問題 1.2参照)を用いると

2v1 · v2 ≤ 2∥v1∥∥v2∥

よって,

∥v1 + v2∥ ≤ ∥v1∥+ ∥v2∥ ■

これよりベクトル間の 距離 (distance) は次の式を満たします．

∥v1 − v2∥ ≤ ∥v1 − v3∥+ ∥v3 − v2∥.

これにより, l2 ノームは私たちが普段使っている距離とほぼ同じ働きをすることが分かります．

例題 1.13

PC[0, 2] において, x と x2 の距離を求めよう．

解

∥x− x2∥ = [

∫ 2

0

(x− x2)2 dx]1/2 =
4√
15

. ■

演習問題 1-4

1. A = (−1, 3, 1),B = (2, 4,−3) について, 次の値を求めよ．

(a) ∥B∥ (b) A ·B (c) A とB のなす角 (d) A方向の単位ベクトル

2. 次の集合のうち直交系はどれか．また直交系は対応する正規直交系を求めよ．

(a) {(1, 3), (6,−2)}
(b) {(1, 2, 2), (−2, 2,−1), (2, 1,−2)}
(c) {i− 2j+ 3k, 2i− 1

2 j−
1
3k, 3i+ 3j+ k}

3. 点 (5,−1, 3) を通り, 法ベクトルが 2i + j - kである平面の方程式を求めよ．

4. A,Bを空間のベクトルとするとき, 次の不等式を証明せよ．

|A ·B| ≤ ∥A∥∥B∥.

この結果は Cauchy-Schwarzの不等式とよばれる．
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5. A, B, Cを空間のベクトルとするとき, 次の不等式を証明せよ．

∥A−B∥ ≤ ∥A−C∥+ ∥C−B∥.

6. f(x), g(x) を PC[a, b] の関数とするとき, 次の不等式を証明せよ．

|(f, g)| ≤ ∥f∥∥g∥.

この結果は Schwarzの不等式とよばれる．

7. PC[0, 2] において, 次の関数のノームを求めよ．

(a) f(x) = x (b) f(x) = sinπx (c) f(x) = cosπx.

8. 次にあげる 3個の多項式は Legendreの多項式とよばれるものです．

P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
3x2 − 1

2

これらは PC[−1, 1] で直交系をなすことを示せ．

1.3 1次独立と1次従属 (linearly independent and linearly de-

pendent)

♠外積 ♠
ふたつのベクトルの外積を考えるために幾何ベクトルに戻ります．外積の定義は内積ほど簡単で

はありませんが応用数学には欠かせないものです．ここでは外積の応用を 3次元空間に限ります．他

の空間には外積のやさしい一般化がないのです．

A

B

AXB

θ

図 1.4: 外積

定義 1.6

ふたつの幾何ベクトル A,Bにおいて, 大きさは A,Bによって作られる平行四辺形の面積 |A∥B| sin θ
と等しく,方向は, A,Bの両方に垂直で, Aを 180◦以内回転してBの方向に重ねるとき右ねじの進む方

向として定まるベクトルを, A,Bの外積 (cross product)といいA×Bで表す．A = 0,B = 0, θ = 0

のとき, A とB に垂直な方向が定まらないが, A×B = 0 と定義する．
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3次元空間では (a1, a2, a3) と (b1, b2, b3) の外積は次の式で定義される．

(a1, a2, a3)× (b1, b2, b3) = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1).

右辺は後で学ぶ行列式を用いると次のように表せます．

(a1, a2, a3)× (b1, b2, b3) =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣ .
例題 1.14

|A×B| を内積を用いて表そう．
解

|A×B|2 = |A|2|B|2 sin2 θ

= |A|2|B|2(1− cos2 θ)

= |A|2|B|2 − |A|2|B|2 cos2 θ

= (A ·A)(B ·B)− (A ·B)2.

よって, |A×B| =
√

(A ·A)(B ·B)− (A ·B)2. ■
力学で点 O のまわりの力 F の モーメント (moment)m は, O から力 F の作用線までの距離を

d とするとき, m = |F|d で与えられます．rを力の作用線上の任意の点 P と O を結ぶベクトルだと

すると, d = |r| sin θ．よって

O

P

d

F

r

θ

図 1.5: 点 O のまわりの力 F のモーメント

m = |F∥r| sin θ = |F× r| = |r× F|

このとき, m = r×F を点 O のまわりの力 F の モーメントベクトル (moment vector) といい

ます．

ある軸のまわりの剛体の回転は, 次のようにして, 角速度ベクトル (angular velocity) Ω により

一意的に表せます．ここで角速度ベクトル Ω とは剛体を右ねじが回転する方向に回すとき, ねじの
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進む方向が Ω であり, Ω の大きさが回転の角速度となるベクトルのことです．剛体内の点 P の速度

ベクトル v は, 回転軸上の任意の点と P を結ぶベクトルを r とすると, 次の式で表せます．

P

r

Ω

図 1.6: 角速度ベクトル

v = r×Ω.

3つのベクトル A,B,C に対して, (A ×B) ·C は実数となるのでスカラー三重積 (scalar triple

product) といい, A× (B×C) はベクトルになるので, ベクトル三重積 (vector triple product)

といいます．

ベクトル三重積 A× (B×C) は B とC が作る平面上のベクトルです．よって, B とC が平行で

なければ, A× (B×C) は次の式で表されます．

A× (B×C) = (A ·C)B− (A ·B)C.

♠1次結合 ♠
ベクトル空間では和とスカラー倍は基本です．和はふたつのベクトル間の演算ですが, ベクトル空

間では結合法則が成り立つので, 3つ, 4つとベクトルを加えることができます．このようにして作っ

たものをベクトルの 1次結合といいます．

定義 1.7

ベクトル空間 V のベクトル v1,v2,v3, . . . ,vn と実数 c1, c2, c3, . . . , cn に対して,

c1v1 + c2v2 + c3v3 + · · ·+ cnvn

の形のベクトルを 1次結合 (linear combination) という．

ここで注意しておきたいことは, ベクトル空間 V のどんなベクトルによる 1次結合も, また V の

ベクトルになるということです．

次に, 連続関数 {1, cos2 x, sin2 x} の 1次結合をいくつか考えてみましょう．

(a) 1 + cos2 x+ sin2 x (b) 1− 2 cos2 x+ 3 sin2 x

(c) −1 + cos2 x+ sin2 x (d) 4 sin2 x
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1次結合はすべての ci が 0のとき, 0ベクトルになりますがその他のときも, 0ベクトルになるこ

とがあるでしょうか．上の例 (c) を見て下さい．−1 + cos2 x+ sin2 x は 0です．このように, 0でな

い ci を使って作った 1次結合が 0と等しくなるとき, ベクトルの組 {1, cos2 x, sin2 x} は 1次従属で

あるといいます．またそういう ci が存在しないとき, ベクトルの組は 1次独立であるといいます．

定義 1.8

c1v1 + c2v2 + c3v3 + · · ·+ cnvn = 0

から c1 = c2 = c3 = · · · = cn = 0 がいえれば, v1,v2,v3, · · · ,vn は 1次独立 (linearly indepen-

dent)であるといい, それ以外のとき, v1,v2,v3, · · · ,vn は 1次従属 (linearly dependent)であ

るという．

例題 1.15

{i, j,k} は 1次独立であることを証明しよう．

解 c1(1, 0, 0) + c2(0, 1, 0) + c3(0, 0, 1) = (0, 0, 0)より c1 = c2 = c3 = 0 となるので, {i, j,k} は 1次

独立である． ■

例題 1.16

{3i+ 2j, i+ 5k, 6i+ j} は 1次独立であることを証明しよう．

解 3i+ 2j, i+ 5k, 6i+ j の 1次結合は c1(3i+ 2j) + c2(i+ 5k) + c3(6i+ j)．これを書き直して 0 と

おくと,

(3c1 + c2 + 6c3)i+ (2c1 + c3)j+ 5c2k = 0.

{i, j,k} は 1次独立なので, {i, j,k} の係数はすべて 0．つまり 3c1 +c2 +6c3 = 0

2c1 +c3 = 0

5c2 = 0.

この連立方程式を解くと c1 = c2 = c3 = 0 である．したがってこのベクトルは 1次独立である． ■

例題 1.17

{i+ j+ 3k, i+ 2k, i− 2j} は 1次従属か 1次独立か調べよう．

解 {i+ j+ 3k, i+ 2k, i− 2j} の 1次結合を 0 とおくと,

c1(i+ j+ 3k) + c2(i+ 2k) + c3(i− 2j) = 0.

これより連立方程式

c1 + c2 + c3 = 0, c1 − 2c3 = 0, 3c1 + 2c2 = 0

が得られる．この方程式は c1 = 2, c2 = −3, c3 = 1 のように 0 以外の解をもっている．よって,

{i+ j+ 3k, i+ 2k, i− 2j} は 1次従属である． ■
上の例題をもう少し注意深くみると, i− 2j = −2(i+ j+ 3k) + 3(i+ 2k) と表せることがかわりま

す．一般に次のことがいえます．
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定理 1.3

ベクトル w がベクトル v1,v2, . . . ,vn の 1次結合で表されるならば, w と v1,v2, . . . ,vn は互いに

1次従属である．

逆に, 数個のベクトルが互いに 1次従属ならば, そのうちの 1個は残りのベクトルの 1次結合で表

される．

証明

w = c1v1 + c2v2 + · · ·+ cnvn

と表されたとすると,

c1v1 + c2v2 + · · ·+ cnvn − 1w = 0

であるから, v1,v2, . . . ,vn,w は互いに 1次従属である．

逆に, v1,v2, . . . ,vn が 1次従属ならば, 関係式

c1v1 + c2v2 + . . .+ cnvn = 0

が成り立ち係数 c1, c2, . . . , cn のうちには 0でないものが少なくとも一つはある．そのうちの一つを

cn ̸= 0 とすれば vn は

vn = − 1

cn
(c1v1 + c2v2 + . . .+ cn−1vn−1)

となり, vn は v1,v2, . . . ,vn−1 の 1次結合で表される． ■
幾何ベクトルが 1次独立かでないかを調べるとき, スカラー三重積を使うと簡単に調べられます．

つまり

定理 1.4

幾何ベクトル A,B,C が 1次独立になるための必要十分条件は, スカラー三重積 A · (B×C) ̸= 0 で

ある．

証明演習問題 1.3よりスカラー三重積は平行六面体の体積と考えられる．したがって, A ·(B×C) = 0

は A,B,C が同一平面上にあることと同値である．また, 定理 1.1よりこれは A,B,C が 1次従属で

あるのと同値である． ■

例題 1.18

A = i+ 2j− k,B = 2i− j− k,C = −i+ 3j+ 4k は 1次独立であることを証明しよう．

解 A · (B×C) = (i+ 2j− k) · (−i− 7j+ 5k) = −20．よって 1次独立である． ■

演習問題 1-6

1. A = (1, 2,−3),B = (2,−1, 1),C = (4, 2, 2) について,

(a) A×B (b) C× (A×B) (c) C · (A×B) を求めよ．

2. 点 (1,0,1)を通り, i+ j− k と 2i+ 3j+ 2k によって作られる平面に平行な平面を求めよ．

3. 2点 (2, 0,−1), (3, 2, 1) を通り平面 x− 2y + 3z − 4 = 0 に垂直な平面の方程式を求めよ．

4. A = i+ 3j− k,B = 2i+ j+ k を 2辺とする三角形の面積を求めよ．



18 第 1章 ベクトル空間 (Vector space)

5. F = i+ 3j+ k のとき, 点 (2,−1, 1) のまわりの力 F のモーメントベクトルを求めよ．

6. 剛体が直線 x = y = z のまわりを角速度ベクトル Ω = (1,−2, 3) で回転しているとき, 剛体内の

点 P (1, 2, 2) の速度を求めよ．

7. 3つのベクトル A,B,C の作る平行六面体の体積は, スカラー三重積

A · (B×C)

の絶対値に等しいことを示せ．

8. A = 2e1 + 5e2 − e3,B = e1 − 2e2 − 4e3 で e1 × e2 = i− j, e1 × e3 = j+ k, e2 × e3 = i+ k の

とき, A×B を求めよ．

9. {4i− 3j+ k, 10i− 3j, 2i− 6j+ 3k} は 1次独立か 1次従属か調べよ．

10. 次の関数はどの区間 (a, b) でも 1次独立であることを示せ.

(a) {1, x, x2} (b) {sinx, cosx}
11. 幾何ベクトル A, B が 1次独立であるための必要十分条件は A×B ̸= 0 であることを示せ．

1.4 部分空間と次元 (subspaces and dimension)

ベクトルの和とスカラー倍がベクトル空間の部分集合に用いられると, 新しいベクトル空間を作り

出すことがあります．こうしてできたベクトル空間を部分空間といいます．つまり

定義 1.9

ベクトル空間 V と空でない部分集合W が次の性質をもつとき, W は V の 部分空間 (subspace)

であるという．

(a) w1,w2 が W に含まれるならば, 和 w1 +w2 もWに含まれる．

(b) w がWに含まれるならば, スカラー倍 αwもWに含まれる．

部分空間はそれ自身ベクトル空間です．つまりベクトル空間になるための 1から 9までの性質を満

たしています．では, なぜ性質 1と 6しか調べなくてもベクトル空間になれるのかといいますと, 他

の性質は親から受け継ぐので親がベクトル空間なら満たしているのです．部分空間を手っ取り早く作

る方法に次のものがあります．

ベクトル v1,v2,v3, . . . ,vn の 1次結合全体の集合を ⟨v1,v2,v3, . . . ,vn⟩で表し, v1,v2,v3, . . . ,vn

で張られた部分空間 (linear span) といいます．名前の通りこれは部分空間です．

例題 1.19

⟨v1,v2,v3, . . . ,vn⟩ はベクトル空間 Vの部分空間であることを証明しよう．

解 v,w を ⟨v1,v2,v3, . . . ,vn⟩ の元とすると,

v = c1v1 + c2v2 + c3v3 + · · ·+ cnvn,

w = d1v1 + d2v2 + d3v3 + · · ·+ dnvn.

これより,

v +w = (c1 + d1)v1 + (c2 + d2)v2 + · · ·+ (cn + dn)vn,
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αv = (αc1)v1 + (αc2)v2 + · · ·+ (αcn)vn.

よって, v + w, α v ともに ⟨v1,v2,v3, . . . ,vn⟩ に含まれる． ■

例題 1.20

C[a, b] は PC[a, b] の部分空間であることを示そう．

解 f(x), g(x) ∈ C[a, b] ならば, f(x) + g(x) ∈ C[a, b], αf(x) ∈ C[a, b] である．なぜなら連続な関数

の和はまた連続．連続な関数の定数倍もまた連続． ■

例題 1.21

U,W をベクトル空間 V の部分空間とするとき, その共通部分 U ∩W と和集合 U +W は, ともに

V の部分空間になることを示そう．ただし

U ∩W = {v : v ∈ U かつ v ∈W},

U +W = {u+w : u ∈ U,w ∈W}.

解 u,w ∈ U ∩W とすると, u,w ∈ U かつ u,w ∈W．これより

u+w ∈ U ∩W.

また αu ∈ U かつ αu ∈W より

αu ∈ U ∩W.

したがって, U ∩W は V の部分空間である．

また u,w ∈ U +W とすると, u = u1 +w1,w = u2 +w2. これより

u+w = (u1 +w1) + (u2 +w2)(u1 + u2) + (w1 +w2) ∈ U +W,

αu = α(u1 +w1) = αu1 + αw1 ∈ U +W.

よって, U +W は V の部分空間である． ■
U +W において, とくに U +W の任意の元w が, w = u+w (u ∈ U,w ∈ W ) の形に一意的に

表されるとき, U +W は U と W の 直和 (direct sum) といい, U
⊕

W で表します．

♠基底 ♠

定義 1.10

ベクトルの組 {v1,v2, . . . ,vn} が次の性質をもつとき, ベクトル空間 V の 基底 (basis)であるとい

う．

(a) {vi}ni=1 が互いに 1次独立である．

(b) V のベクトル v が {vi}ni=1 の 1次結合で表せる．つまり V = ⟨v1,v2, . . . ,vn⟩. このことを, ベ

クトル {vi}ni=1 は空間を張っているという．

明らかに 1次独立なベクトルの組がみな基底になれるわけではありません．たとえば, 3次元ベク

トル空間でのベクトルの組 {i, j} を考えてみましょう．{i, j} は 1次独立ですがどんな実数 c1, c2 を

用いても k = c1i+ c2j は不可能です．
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{v1,v2, . . . ,vn} の中で互いに 1 次独立であるものの最大個数を r とします．また, それらを

{v1,v2, . . . ,vr} とすると, 残りのベクトル vr+1, . . . ,vn はそれぞれ

{v1,v2, . . . ,vr}

と 1次従属です．よって, 定理 1.3より {v1,v2, . . . ,vr} の 1次結合で表せます．したがって次のこ

とがいえます．

♠次元 ♠

定理 1.5

V = ⟨v1,v2, . . . ,vn⟩において, {v1,v2, . . . ,vn}の中から互いに 1次独立なベクトル {v1,v2, . . . ,vr}
をえらんで

⟨v1,v2, . . . ,vn⟩ = ⟨v1,v2, . . . ,vr⟩

とすることができる．このとき {v1,v2, . . . ,vr} はこの部分空間の基底のひとつであり, この部分空

間の 次元 (dimension) は r であるといい, dimV = r と表す．

例題 1.22

S を平面 x+ y + z = 0上のベクトルの集まりとする．つまり,

S = {(x, y,−x− y) : x, y ∈ R}．

このとき, S の基底と次元を求めよう．

解 まず S = {(x, y,−x− y) : x, y ∈ R} は R3 の部分空間であることを示す．s1, s2 を S の元とする

と, s1 = (x1, y1,−x1 − y1), s2 = (x2, y2,−x2 − y2) と表せるので,

s1 + s2 = (x1 + x2, y1 + y2,−(x1 + x2)− (y1 + y2)),

αs1 = α(x1, y1, (−x1 − y1)) = (αx1, αy1,−αx1 − αy1).

よって, S は R3 の部分空間となる．次に, s を S の任意のベクトルとすると, s = (x, y,−x − y).

i, j,k を用いて sを表すと,

s = xi+ yj− (x+ y)k = x(i− k) + y(j− k).

したがって, S に含まれるすべてのベクトルは, i − k と j − k の 1次結合で表せる．また i − k と

j− k は互いに 1次独立なので, i− k と j− k は S の基底になる．よって dimS = 2. ■
次の節にうつる前に, 和空間と共通部分の次元について述べた次元公式とよばれる定理を学びま

しょう．証明は演習問題 1.4を参照して下さい．

定理 1.6
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U,W をベクトル空間 V の部分空間とするとき, 次の公式が成り立つ．

dim(U +W ) = dimU + dimW − dim(U ∩W ).

♠Gram-Schmidtの直交化法 ♠
1.2節で直交系から正規直交系を作り出すことを学びました．ここでは 1次独立なベクトルから正

規直交系を作り出すことを学びます．まずm個のベクトル v1,v2, . . . ,vm に対して

(vi,vj) =

{
0, i ̸= j

1, i = j
= δij

が成り立つとき, m個のベクトルは正規直交系をなすといいます．ここで δij は クロネッカーのデル

タ (Kronecker delta) とよばれるものです．正規直交系の例を 1.2節でいくつか見ましたがよく観

察するとそれらはすべて 1次独立です．これから次のような定理が生まれました．

定理 1.7

{v1,v2, . . . ,vm} が正規直交系をなすとき, これらは 1次独立である．

証明 c1v1 + c2v2 + · · ·+ cmvm = 0 とし, v1 との内積を作ると

0 = (v1,0) = (v1, c1v1 + c2v2 + · · ·+ cmvm)

= (v1, c1v1) + (v1, c2v2) + · · ·+ (v1, cmvm)

= c1(v1,v1)

= c1.

他の ci も同様にして 0 になるので {v1,v2, . . . ,vm} は 1次独立である． ■
この定理の逆, つまり, 1 次独立なベクトルから正規直交系を作ることができるのか考えてみま

す．まず, x1,x2, . . . ,xm が 1 次独立だとします．当然すべてのベクトル xi ̸= 0 (なぜ?)．そこで
x1

∥x1∥
= v1 とすると, v1 は単位ベクトルになります．次に v1 と x2 の 1次結合の中から v1 と直交

するものを選び出します．幾何ベクトルでいえば, v1 と x2 の決定する平面の中に v1 と直交するベ

クトルを見つけることになります．そこでw2 = c1v1 + c2x2 を v1 と直交するベクトルとすると,

(w2,v1) = (c1v1 + c2x2,v1)

= c1 + c2(x2,v1)

= 0.

よって c1 = −c2(x2,v1). したがって,

w2 = c2(x2 − (x2,v1)v1)

となります．x1,x2 は 1次独立なので x2 − (x2,v1)v1 ̸= 0. そこで

v2 =
w2

∥w2∥
=

x2 − (x2,v1)v1

∥x2 − (x2,v1)v1∥
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とおくと v1 ⊥ v2, ∥v1∥ = ∥v2∥ = 1 となります．

次に v1 と v2 に直交する単位ベクトル v3 を求めます．まず v1,v2 と x3 の 1 次結合 w3 =

d1v1 + d2v2 + d3x3 を考えます．

(w3,v1) = (w3,v2) = 0

から

d1 + d3(x3,v1) = 0, d2 + d3(x3,v2) = 0.

ゆえに

w3 = d3(x3 − (x3,v1)v1 − (x3,v2)v2).

x1,x2,x3 はもともと 1次独立なので

x3 − (x3,v1)v1 − (x3,v2)v2 ̸= 0.

そこで

v3 =
w3

∥w3∥
=

x3 − (x3,v1)v1 − (x3,v2)v2

∥x3 − (x3,v1)v1 − (x3,v2)v2∥

とおけば v1 と v2 に直交する単位ベクトルが得られます．以下同様にして,

vj =
wj

∥wj∥
=

xj −
∑j−1

i=1 (xj ,vi)vi

∥xj −
∑j−1

i=1 (xj ,vi)vi∥
, 2 ≤ j ≤ m

とすれば {v1,v2, . . . ,vm} は正規直交系をなします．これを グラム・シュミットの直交化法 (Gram-

Schmidt orthogonalization) といいます．

例題 1.23

x1 =

 0

1

1

 ,x2 =

 1

0

1

 ,x3 =

 1

1

0


から正規直交系を作ろう．

解

v1 =
x1

∥x1∥
=

1

2

 0

1

1

 =
x1

∥x1∥
=

1

2

 0
1
2
1
2

 .

次に,

x2 − (x2,v1)v1 =

 1

0

1

− 1√
2


0
1√
2
1√
2

 =

 1

− 1
2
1
2

 ,

∥x2 − (x2,v1)v1∥ =
√

1 + (−1

2
)2 + (

1

2
)2 =

√
3

2
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より

v2 =

√
2

3

 1

− 1
2
1
2

 =


2√
6

− 1√
6
1√
6

 .

最後に

x3 − (x3,v1)v1 − (x3,v2)v2 =

 1

1

0

− 1√
2


0
1√
2
1√
2

− 1√
6


2√
6

− 1√
6
1√
6

 ,

∥x3 − (x3,v1)v1 − (x3,v2)v2∥ =
√

(
2

3
)2 + (

2

3
)2 + (−2

3
)2 =

2√
3

より

v3 =

√
3

2


2
3
2
3

− 2
3

 =


1√
3
1√
3

1
−
√
3

 .

このようにして作った v1,v2,v3 は正規直交系をなします． ■

演習問題 1-8

1. W = {(x, y, 1) : x, y実数 } は R3 の部分空間か調べよ．

2. W = {(x, y,−3x+ 2y) : x, y実数 } は R3 の部分空間であることを証明せよ．

3. W = {(x, y,−3x+ 2y) : x, y実数 } の基底を求めよ．またW は何次元か．

4. 次のベクトルの組は 3次元ベクトル空間 R3 の基底をなすことを示せ．

{i+ j,k, i+ k}

5. 次の関数で生成される部分空間の次元を求めよ．

{3, x− 2, x+ 3, x2 + 1}

6. x1 = (1, 1, 1),x2 = (0, 1, 1),x3 = (0, 0, 1) から正規直交系を作れ．

7. U,W をベクトル空間 V の部分空間とするとき, 次元公式が成り立つことを示せ．

dim(U +W ) = dimU + dimW − dim(U ∩W ).

8. 4個以上の 3次元空間のベクトルの組は 1次従属であることを示せ．
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第2章 行列と行列式(Matrices and

determinant)

2.1 行列 (matrices)

♠(m,n)行列 ♠
あるものの集まりをベクトル空間としてとらえることができる例として, 第 1章で幾何ベクトルの

集まり, 空間のベクトルの集まり, 連続関数の集まり, 区分的に連続な関数の集まりを取り上げまし

た．その他にもたくさんベクトル空間となるものがあります．

第 2章では, その中から行列とよばれている実数の配列を考えます．数を横に並べたのを行といい,

縦に並べたのを列といいます．たとえば, 3行 4列の行列は次のような形で与えられます． a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34


ここで aij は行列の成分とよばれ, i は行の番号, j は列の番号を表しています．とくに, aii を対角

成分とよびます．m行 n列の行列を m × n型の行列といいます．また, 成分 aij で構成される行列

を A や (aij) で表すこともあります．

行列は自然科学や社会科学の諸分野においてよく用いられています．それらの中には単なる記述

法として用いられている場合もありますが, もっと幅広い利用の仕方を考えるために, ベクトル空間

としてとらえる必要がでてきました．そこでまず 1章で学んだように和とスカラー倍を行列に定義

します．

定義 2.1

ふたつの同じ型の行列 A = (aij) と B = (bij) は, 対応する成分がすべて等しいとき, すなわち, す

べての i, j において, aij = bij が成り立つとき, 等しいといい, A = B で表す．

♠行列の和 ♠
行列の和はそれぞれ対応する成分どうしの和によって定義します．つまり

定義 2.2

同じ型の行列 A = (aij) と B = (bij) の和は A+B = (aij + bij) で定義する．

例題 2.1
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行列 A =


7 3 4

−1 2 0

2 −4 4

3 0 −7

 , B =


4 2 −1
3 −1 7

2 0 8

6 3 −4

 について, A+B を求めよう．

解 A+B =


7 + 4 3 + 2 4− 1

−1 + 3 2− 1 0 + 7

2 + 2 −4 + 0 4 + 8

3 + 6 0 + 3 −7− 4

 =


11 5 3

2 1 7

4 −4 12

9 3 −11

 . ■

m× n型の行列はベクトル空間の性質 1から 5を満たしています．各自確かめて下さい．

♠行列のスカラー倍 ♠
行列のスカラー倍もそれぞれの成分のスカラー倍によって定義されます．つまり

定義 2.3

行列 A = (aij) の実数 α によるスカラー倍 Aα = αA は

αA = (αaij)

で定義する．

例題 2.2

行列 A =

(
2 5 3

−1 4 2

)
について, 3A を求めよう．

解 3A =

(
3 · 2 3 · 5 3 · 3

3 · (−1) 3 · 4 3 · 2

)
=

(
6 15 9

−3 12 6

)
. ■

スカラー倍はベクトル空間の性質 6から 9を満たしています．各自確かめてください．このことか

ら m× n型の行列の集合をベクトル空間と考えることができます．とくに実数だけを考えているの

で, このベクトル空間を 実ベクトル空間 (real vector space) ともいいます．しかしm× n型の行

列をベクトルとよぶことはありません．例外として, m× 1型または 1×n型の行列をそれぞれm項

行ベクトル (m-component row vector), n項列ベクトル (n-component column vector) と

いいます．

♠行列の積 ♠
和とスカラー倍に加えて行列の積も可能です．3章で勉強しますが, 行列の積は行列を写像ととら

えたとき写像の合成を表します．

定義 2.4

A = (aik), B = (bkj) をそれぞれm×n型, n× r型とする．行列の積 (matrix multiplication)AB

は m× r型の行列 Cであり, 次のように表せる．

C = (cij) = (

n∑
k=1

aikbkj).
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他のいい方をすると, 行列 Cの ij 成分は行列 Aの i行と行列 Bの j 列の内積をとったものです．

このことから行列 A の列の大きさと行列 B の行の大きさが等しくないと, 行列の積は定義できま

せん．

例題 2.3

A =

(
1 2 −3
2 7 1

)
と B =

 5 2

6 3

−2 0

 の積を求めよう．
解 A,B の積は 2× 2型の行列でその成分は,

c11 = (1)(5) + (2)(6) + (−3)(−2) = 23,

c12 = (1)(2) + (2)(3) + (−3)(0) = 8,

c21 = (2)(5) + (7)(6) + (1)(−2) = 50,

c22 = (2)(2) + (7)(3) + (1)(0) = 25.

よって,

AB =

(
23 8

50 25

)
.

ついでに BA を計算すると,

BA =

 9 24 −13
12 33 −15
−2 −4 6

 . ■

この例題が示すように, 行列の積は交換法則が成り立たないことがあります．それどころか, A の

列の数と B の行の数が違うと AB は存在すらしません．

例題 2.4

A ̸= 0, B ̸= 0のとき, AB = 0となる行列 A,B を求めよう．

解 A =

(
1 2

2 4

)
B =

(
−2 −6
1 3

)
とおくと

AB =

(
1 2

2 4

)(
−2 −6
1 3

)
=

(
0 0

0 0

)
■

♠行列の分割 ♠
行列を扱う場合, 行列をいくつかの縦線と横線で分割して考えると便利なことがあります．例えば,

次のような行列の積を考えてみましょう．

A =


1 1 5 −3
4 −3 8 1

−1 3 2 0

2 1 −3 4

 , B =


1 0 −2 −3
3 −3 8 2

−1 4 2 0

2 −1 −3 2


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このとき, 縦線と横線で分けられた各ブロックを小行列 (sub-matrix)といいます．ここで,

A11 =

 1 1 5

4 −3 8

−1 3 2

 , A12 =

 −31
0

 , A21 =
(

2 1 −3
)
, A22 =

(
4
)

これより行列 Aは

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
と表すことができます．

行列 B を同じ方法で分割すると, 行列 A,B の積は

AB =

(
A11 A12

A21 A22

)(
B11 B12

B21 B22

)

=

(
A11B11 +A12B21 A11B12 +A12B22

A21B11 +A22B21 A21B12 +A22B22

)

で表すことができます．

♠正方行列 ♠
行の数と列の数が同じ行列を正方行列 (square matrix)といい,この行の数を行列の次数 (order)

といいます．つまり, n× n型の行列は正方行列でその次数は n ということです．ここでこれから必

要となる 4種類の正方行列を紹介します．まず, 正方行列の対角成分以外の成分がすべて 0 のとき,

つまり, aij = 0, i ̸= j のとき, A は 対角行列 (diagonal matrix)であるといいます．とくに, 対角

行列のうちすべての i で aii = 1 の行列を 単位行列 (identity matrix) といい I で表します．たと

えば,  1 0 0

0 −2 0

0 0 3

 ,

(
1 0

0 1

)

は 3× 3型の対角行列と 2× 2型の単位行列です．対角行列は和も積も対角行列となり次のような性

質をもっています．

定理 2.1

A,B を n 次の対角行列とするとき, 次のことが成り立つ．

1. A+B は対角行列である．

2. AB,BA はともに対角行列で, AB = BA である.

証明 1. A = (aii), B = (bii)より、A+ B = (aii) + (bjj) = (aii + bii). よって A+ B は対角行列で

ある.

2. AB = C とおくと、

C = (cij) = (

n∑
k=1

aikbkj) =

{
aiibii i = j

0 i ̸= j
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したがって、AB,BAはともに対角行列で, AB = BA である.

♠行列のトレースと転置行列 ♠
正方行列の対角成分の和を トレース (trace) とよび,

trA =

n∑
i=1

aii

で表します．また行列 Aの行と列の入れ替えによって得られる行列を転置行列 (transposed matrix)

といい, At または tA で表します．

例題 2.5

A =

(
2 1 3

3 0 1

)
のとき, At を求めよう．

解 At =

 2 3

1 0

3 1

 . ■

行列とその転置行列について, 次の等式が成り立ちます．

定理 2.2

行列 A,B について, 次のことが成り立つ．

1. (A+B)t = At +Bt

2. (At)t = A

3. (AB)t = BtAt

証明 1. A = (aij)n×k, B = (bij)n×k とすると、A + B = (aij + bij)n×k より、その転置行列は

(aji + bji)k×n となる.ところで、At = (aji)k×n, B
t = (bji)k×n より、(A + B)t = At + Bt が成り

立つ.

2. A = (aij)n×k とすると、At = (aji)k×n より、(At)t = (aij)n×k = A.

3. A,B をそれぞれ n× k, k×m型の行列とすると, AB は n×m型の行列となる．そして (AB)t

は m × n 型の行列となる．転置行列の定義より, (AB)t の (i, j) 成分は AB の (j, i) 成分だから

aj1b1i + aj2b2i + · · ·+ ajkbki と表せる．また, Bt は m× k, At は k × n型の行列なので, BtAt は

m × n 型の行列となる．そして BtAt の (i, j) 成分は Bt の i 行と At の j 列の内積となるので,

aj1b1i + aj2b2i + · · ·+ ajkbki と表せる．よって, (AB)t = BtAt. ■
♠対称行列 ♠
正方行列 A とその転置行列 At が等しいときA は 対称行列 (symmetric matrix)であるといい

ます．また At = −A のとき A は 交代行列 (skew symmetric matrix)であるといいます．

例題 2.6
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A =

 1 −1 1

−1 2 0

1 0 3

 は対称行列か調べよう．
解 At =

 1 −1 1

−1 2 0

1 0 3

 = Aより A は対称行列． ■

n× n型の行列 A に対して

A2 = AA,A3 = A2A, . . . , An = An−1A

とそのベキ (power)を定義します．

Ak = 0となる自然数 kが存在するとき, Aをベキ零行列 (nilpotent)といいます．

演習問題 2-2

1. A =

(
2 −3
4 2

)
, B =

(
−1 2

3 0

)
について, 次の式を計算せよ．

(a) A+B (b) 2A− 3B (c) AB,BA

2. A =

(
3 1 7

5 2 −4

)
, B =

 2 −3
3 6

4 1

 のとき, AB,BA を求めよ．

3. A =

 2 3 0

1 4 1

2 0 1

 のとき, A2 − 5A+ 6I を計算せよ．

4. A と B が n 次の対称行列のとき, A+B は対称行列であることを示せ．

5. A と B が n 次の対称行列のとき, AB はいつも対称行列か調べ, AB がいつも対称行列になる

ための必要十分条件を求めよ．

6. A が交代行列ならば, A2 は対称行列であることを示せ．

7. 行列

 a1 0 0

0 a2 0

0 0 a3

 との積が交換可能な行列をすべて求めよ．ただし, a1, a2, a3 は相異なる

実数とする．

8. 正方行列 A は, 対称行列と交代行列の和として一意的に表せることを証明せよ．

9. A =

 1 1 1

2 −1 0

−1 0 2

 , B =

 1 2 3 −1
3 −1 1 0

0 0 −3 1

 の積を求めよ．

2.2 行列の基本変形 (elementary row operation)

連立 1次方程式の解法は数学の計算の中でももっとも面倒なもののひとつです．しかし応用上大切

なものなのでこの節では, 未知数をひとつずつ消去して解く消去法について, 行列を用いて考えてみ

ましょう．
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まず, 連立 1次方程式

(I)


2x −3y +z = 1 (1)

x +2y −3z = 4 (2)

3x +2y −z = 5 (3)

を解いてみます．(1) と (2) を入れ替えて

(II)


x +2y −3z = 4 (2)

2x −3y +z = 1 (1)

3x +2y −z = 5 (3)

このとき上のふたつの連立方程式は同値であることに注意して下さい．

次に, (2) の −2倍を (1) へ, (2) の −3倍を (3) へ加えて

(III)


x +2y −3z = 4 (1′)

−7y +7z = −7 (2′)

−4y +8z = −7 (3′)

を得ます．今度は (2′) の両辺を − 1
7 倍して

(IV )


x +2y −3z = 4 (1′)

y −z = 1 (2′′)

−4y +8z = −7 (3′)

を得ます．最後に (2′′) の 4倍を (3′) に加えると

(V )


x +2y −3z = 4 (1′)

y −z = 1 (2′′)

4z = −3 (3′′)

を得ます．ここで最後の式から逆に辿っていくと,

z =
−3
4

, y = 1 + z = 1 +
−3
4

=
1

4
, x = −2y + 3z + 4 =

5

4
.

この解法 (消去法)は, 連立 1次方程式に次の 3つの操作を施して, 簡単な連立 1次方程式に変形して

いく方法でガウスの消去法 (Gaussian elimination) とよばれています．

• 方程式の順番を並べ換える

• ひとつの方程式にある数をかけて他の方程式に加える

• ひとつの方程式に 0でない数をかける．

ここで, 連立方程式に行った 1連の操作を行列に当てはめてみます．まず

(I) の連立方程式の係数から作られる行列を 係数行列 (coefficient matrix), 係数と定数項から作
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られる行列を 拡大係数行列 (augmented matrix) といいそれぞれ次のように表します． 2 −3 1

1 2 −3
3 2 −1

 ,

 2 −3 1 1

1 2 −3 4

3 2 −1 5


この拡大係数行列に上の操作をあてはめると

(I)

 2 −3 1 1

1 2 −3 4

3 2 −1 5

 R1↔R2→ (II)

 1 2 −3 4

2 −3 1 1

3 2 −1 5


−2R1+R2

−3R1+R3

→ (III)

 1 2 −3 4

0 −7 7 −7
0 −4 8 −7

 − 1
7R2→ (IV )

 1 2 −3 4

0 1 −1 1

0 −4 8 7


4R2+R3→ (V )

 1 2 −3 4

0 1 −1 1

0 0 4 −3


となります．上の行列の変形に用いられているものは,

• L 1 : ふたつの行を入れ替える．

• L 2 : ひとつの行にある数をかけて他の行に加える．

• L 3 : ひとつの行に 0でない数をかける．

で一般に, 行列 A に施す上の 3つの変形を行列の 行基本変形 (fundamental row operation) と

いいます．

例題 2.7

次の連立方程式を Gaussの消去法を用いて解こう.

R1 : x1 −x2 +2x3 −x4 = −8
R2 : 2x1 −2x2 +3x3 −3x4 = −20
R3 : x1 +x2 +x3 = −2
R4 : x1 −x2 +4x3 +3x4 = 4

解拡大係数行列は

Ã = Ã(1) =


1 −1 2 −1

... −8

2 −2 3 −3
... −20

1 1 1 0
... −2

1 −1 4 3
... 4


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となる.ここで、−2R2 +R1,−R1 +R3,−R1 +R4 と行基本変形を施すと

Ã(2) =


1 −1 2 −1

... −8

0 0 −1 −1
... −4

0 2 −1 1
... 6

0 0 2 4
... 12


となる. ここで、基軸要素 (Pivot element)a

(2)
22 = 0より、R2 ↔ R3 を行うと、

Ã(2)′ =


1 −1 2 −1

... −8

0 2 −1 1
... 6

0 0 −1 −1
... −4

0 0 2 4
... 12


となる.ここで、x2 はすでに R3 から消去されているので、Ã(2)′ = Ã(3) となり、行基本変形を続け

ると 2R3 +R4 より

Ã(4) =


1 −1 2 −1

... −8

0 2 −1 1
... 6

0 0 −1 −1
... −4

0 0 0 2
... 4


となり、後ろから代入すると

x4 = 2

x3 =
−4− (−1)x4

−1
= 2

x2 =
6− x4 − (−1)x3

2
= 3

x1 =
−8− (−1)x4 − 2x3 − (−1)x2

1
= −7

となる.

行列 A に対し, 有限回の行基本変形を施して行列 B を得るとき, 行列 B は行列 A と行対等 (row

equivalent)であるといいA ∼ B と表します．n 次の単位行列 In に対し, L1, L2 または L3 の基本

変形を 1 回だけ施して得られる行列を 基本行列 (fundamental matrix) といいます．じつは行基

本変形は基本行列を使って表すことができます．たとえば, (I) から (II) への行基本変形はR1 ↔ R2

で, これに対応する基本行列は単位行列 I3 に 基本変形 R1 ↔ R2 を施せば求まります．つまり, 1 0 0

0 1 0

0 0 1


︸ ︷︷ ︸

I3

R1↔R2→

 0 1 0

1 0 0

0 0 1


︸ ︷︷ ︸

E1
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となります．そして, この基本行列を行列 (I) に左側からかけると 0 1 0

1 0 0

0 0 1


︸ ︷︷ ︸

E1

 2 −3 1 1

1 2 −3 4

3 2 −1 5


︸ ︷︷ ︸

(I)

=

 1 2 −3 4

2 −3 1 1

3 2 −1 5


︸ ︷︷ ︸

(II)

となり基本変形を施したのと同じになることが分ります．この基本行列をもう少し詳しく見ると, 単

位行列の 2行目と 3行目が入れ替わってますね．このことに気付くと, 基本行列は比較的簡単に求め

ることができます．例えば,

(II)→ (III) で行なった基本変形 −2R1 +R2 に対する基本行列は 1 0 0

−2 1 0

0 0 1


︸ ︷︷ ︸

E2

となります．また, (II)→ (III) で行なったもう一つの基本変形 −3R1 +R3 に対する基本行列は 1 0 0

0 1 0

−3 0 1


︸ ︷︷ ︸

E3

となります．同じ様にして, (III) から (IV ), (IV ) から (V ) を求めるのに用いた基本変形 E4, E5 も

基本行列を使って表せます．つまり

E4 =

 1 0 0

0 1
7 0

0 0 1

 , E5 =

 1 0 0

0 1 0

0 4 1


となります．そして, これらを順に行列 Aに左側からかけていくと

E6E5E4E3E2E1A = B

となることが分ります．言い換えると, 行列 B は行列 A と行対等であるということです．

基本変形を行列に施していくと, 対角成分の下の成分がすべて 0 の行列を得ることができます．こ

のような行列を 上三角行列 (upper triangular matrix) といいます．また

A =


0 1 2 3 0

0 0 2 4 −1
0 0 0 0 4

0 0 0 0 0


のように, 階段状の下側の成分がすべて 0 であって, 各段の高さが 1 であるような行列を 階段行列

(echelon matrix) といいます．とくに, 各行の 0 でない最初の数が 1 でかつその数以外の列の数

がすべて 0 のとき, 被約階段行列 (row reduced echelon matrix) といい AR で表します．じつ

はすべての行列は, 被約階段行列と行対等なのです．つまり
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定理 2.3

任意の行列は, 適当な行基本変形を何回か施して被約階段行列にすることができる．

証明 各自に任せる．

例題 2.8 
0 0 0 0 0

0 0 2 0 0

0 1 0 1 1

0 4 3 4 0


と行対等な被約階段行列を求め, 階段の段数を数えよう．

解 
0 0 0 0 0

0 0 2 0 0

0 1 0 1 1

0 4 3 4 0

 −4R3+R4→


0 0 0 0 0

0 0 2 0 0

0 1 0 1 1

0 0 3 0 −4



R1↔R2→


0 1 0 1 1

0 0 2 0 0

0 0 0 0 0

0 0 3 0 −4


R2
2

−3R2
2 +R4

→


0 1 0 1 1

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 −4


−R4

4

R3↔R4

→


0 1 0 1 1

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

 −R3+R1→


0 1 0 1 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

 .

これより階段の数は 3． ■
上の例題で順番を変えて行基本変形を施しても, でてくる被約階段行列は同じになります．言い換

えると

定理 2.4

行列 B と C が被約階段行列で行列 A と行対等ならば B = C である．

証明 各自に任せる．

ここで大切なことは, 行列 A に行対等な被約階段行列はただ一つしかないということです．

♠行列の階数 ♠
被約階段行列の階段の数は応用上大切な数です．この数のことを 行列の階数 (rank of a matrix)

といい rank(A) と表します．たとえば, 例題 2.2 の階数は 3 です．行列の階数と被約階段行列の関係

について次の事がいえます．

定理 2.5
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A が n 次の正方行列のとき, 次の条件は同値である．

(1) rank(A) = n

(2) AR = In

証明 AR = In ならば AR の階段の数は n．よって rank(A) = n.

逆に, rank(A) = n ならば, A の被約階段行列の階段の段数は n．被約階段行列の定義より各行の

0 でない最初の数は 1．よって対角成分はすべて 1 となり AR = In. ■
行列の階数は 1章で学んだベクトル空間の概念を使って定義することもできます．どうやってやる

のか理解するために次の例をみてみましょう．まず行列

A =

 1 −1 4 2

0 1 3 2

3 −2 15 8


の行ベクトル (1,−1, 4, 2), (0, 1, 3, 2), (3,−2, 15, 8) は R4 のベクトルと考えられるので, その 1次結

合全体の集合

V = ⟨(1,−1, 4, 2), (0, 1, 3, 2), (3,−2, 15, 8)⟩

は R4 の部分空間をなします (例題 1.4参照)．この空間 V を A の行ベクトルで張られる部分空間ま

たは 行空間 (row space) といいます．ここで v ∈ V とおくと,

v = c1(1,−1, 4, 2) + c2(0, 1, 3, 2) + c3(3,−2, 15, 8)

= c1(1,−1, 4, 2) + c2(0, 1, 3, 2) + 3c3(1,−1, 4, 2) + c3(0, 1, 3, 2)

= (c1 + c3)(1,−1, 4, 2) + (c2 + c3)(0, 1, 3, 2).

よって,この行空間のすべてのベクトルは (1,−1, 4, 2), (0, 1, 3, 2)の1次結合で表せます．また (1,−1, 4, 2)
と (0, 1, 3, 2) は 1次独立なので, このふたつのベクトルは行空間の基底をなします．よって A の行

空間の次元は 2 です．ここで A の被約階段行列を求めると,

AR =

 1 0 7 4

0 1 3 2

0 0 0 0

 .

したがって, rank(A) = 2 となり, この例では

rank(A) =行空間の次元

となります．じつは同様なことが列ベクトルについても行なえ,列ベクトルで張られる列空間 (column

space)を作り出します．そして rank(A) = 列空間の次元となります．ここで用いられた考え方は

もっと一般的な場合にも使えて次のような定理を得ます．

定理 2.6

行列の階数はその行列の行空間の次元と等しい．

証明 m× n型の行列 A = (aij) の行ベクトルを a1,a2, . . . ,am とする．行空間は

a1,a2, . . . ,am
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の 1次結合全体の集合なので, 行基本変形 L1, L3 は 1次結合になんの影響も与えない．よって行空

間の次元にもなんの影響も与えない．

次に, L2 を使って被約階段行列を求める．このとき an が a1,a2, . . . ,an−1 の 1 次結合ならば,

⟨a1,a2, . . . ,an⟩ と ⟨a1,a2, . . . , c1a1 + · · ·+ cn−1an−1⟩ は一致し, 被約階段行列に零行ベクトルがで

きるのと行ベクトル an を除くこととが対応している．これを繰り返すとやがて階段 1段ずつに対応

する行ベクトル ai を見つけることができ, その行ベクトルは 1次独立である．よって行ベクトルの

次元は被約階段行列の階段の数と等しい． ■
行列の階数は次節にでてくる連立 1次方程式の解法に大切な役割を果たします．そこで次の節に移

る前にもうひとつ問題を解いてみましょう．

例題 2.9

行列 A の階数を求めよう．

A =

 1 −2 5 3

2 3 1 −1
3 8 −3 −5


解

A =

 1 −2 5 3

2 3 1 −1
3 8 −3 −5


−2R1+R2

−3R1+R3

−→

 1 −2 5 3

0 7 −9 −7
0 14 −18 4


1
7×R2

−2R2+R3

−→

 1 −2 5 3

0 1 −9
7 −1

0 0 0 0

 2R2+R1−→

 1 0 17
7 1

0 1 −9
7 −1

0 0 0 0

 .

これより AR の階段の数は 2 となるので rank(A) = 2. ついでに AR の行ベクトル (1, 0,
17

7
, 1) と

(0, 1,
−9
7

,−1) は A の行空間の基底をなしている．よって行空間の次元は 2 である． ■

演習問題 2-4

1. A =

 1 −2 3 −1
2 −1 2 2

3 0 2 3

 と行対等な被約階段行列を求めよ．
2. 次の行列の階数を求めよ．

(a)

(
2 4 1 −2
−3 −6 2 −4

)

(b)

 2 −1 3

1 2 −3
3 −4 9


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(c)

 1 −2 3 −1
2 −1 2 2

3 0 2 3


3. A =

(
2 3

3 4

)
に次のような行基本変形 (I), (II), (III), (IV ) を施した．

A =

(
2 3

3 4

)
I→

(
−1 −1
3 4

)
II→

(
1 1

3 4

)
III→

(
1 1

0 1

)
IV→

(
1 0

0 1

)

(I), (II), (III), (IV ) の基本行列を求め, 単位行列 I2 を A と基本行列の積で表せ．

4. A =

 2 −3 1

1 2 −3
3 2 −1

 は行についての基本変形だけで単位行列に変形できる．PA = I を満た

す行列の積 P を求めよ．

5. 次のベクトルで張られる部分空間の次元を求めよ．

v1 = (2,−1, 1, 3),v2 = (−1, 1, 0, 1),v3 = (4,−1, 3, 11),v4 = (−2, 3, 1, 1)

2.3 連立 1次方程式と逆行列 (system of linear equations and

inverse matrix)

2.2章の行列の基本変形で連立 1次方程式の解法として, ガウスの消去法についてふれましが, ここ

では連立 1次方程式がいつ解をもつか詳しく調べます．まず, 未知数の個数 (元の数)と方程式の数が

必ずしも同じでない連立 1次方程式を考えます．
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

...
...

...
...

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

において, 係数行列を A = (aij), 拡大係数行列を [A : b], 未知数の n 次元列ベクトルを x = (xj),

定数項の m 次元列ベクトルを b = (bi) とすると, この連立 1次方程式を

Ax = b または [A : b]

と表すことができます．この方程式に解が存在するとき解のおのおのの組をベクトル x と考えて, そ

れを 解ベクトル (solution vector) といいます．一般に

rank(A) ≤ rank([A : b]) ≤ rank(A) + 1

ですが, 次の定理が成り立ちます．

定理 2.7
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連立 1次方程式 Ax = b が解をもつための必要十分条件は

rank(A) = rank([A : b])

である．

証明 A を m × n型の行列とし rank(A) = rank([A : b]) = r とすると, [A : b] の列空間の次元は r

であり r ≤ n．したがって [A : b] の n+ 1番目の列ベクトル bは, はじめの n個の列ベクトル

a1,a2, . . . ,an

の 1次結合である．つまり

a1c1 + a2c2 + · · ·+ ancn = b.

言い換えると

A


c1

c2
...

cn

 = b.

逆に, 係数行列 A の各列を列ベクトル ai と考えると, 方程式 Ax = b は

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b

と表される．ここで, この方程式に解 x1, x2, . . . , xn が存在すれば, この式は b が

a1,a2, . . . ,an

の 1次結合で表されることを示している．したがって, A の列空間と [A : b] の列空間は同じになる．

よってこのふたつの列空間の次元は同じであるから rank(A) = rank([A : b]). ■

例題 2.10

次の連立 1次方程式が解をもつように, 定数 k の値を定めよう．
x+ 2y = 3

2x− z = 2

4y + z = k

解

[A : b] =

 1 2 0 3

2 0 −1 2

0 4 1 k

 −2R1+R2→

 1 2 0 3

0 −4 −1 −4
0 4 1 k


R2↔R3

R2+R3

−→

 1 2 0 3

0 4 1 4

0 0 0 k − 4

 .
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この方程式が解をもつための必要十分条件は rank([A : b]) = rankA = 2．よって k − 4 は零でなけ

ればならないので k = 4． ■
♠連立方程式の一般解 ♠
次の定理は連立 1次方程式を解くときに何を探せばよいか教えてくれます．

定理 2.8

連立 1次方程式 Ax = b の 1組の解を p とすると, Ax = b のすべての解は p + c で与えられる．

ただし, c は Ax = 0 の解である．

証明 w を Ax = b の解とすると, w − p は Ax = 0 の解である．なぜならば,

A(w − p) = Aw −Ap = b− b = 0.

次に c = w − p とおけば, c は Ax = 0 の解になる．よって w = p+ c. ■
この定理より連立 1次方程式Ax = b を解くには, まず連立同次 1次方程式Ax = 0 を解く必要が

あることが分かりました．そこで Ax = 0 について考えてみましょう．まず rank(A) = rank([A : 0])

となるので, 定理 2.3より解が存在します．実際に x1 = x2 = · · · = xn = 0 は 1組の解です．これを

自明な解 (trivial solution) といいます．次に連立同次 1次方程式 Ax = 0 の s個の自明でない解

ベクトルを

v1 =


v11

v21
...

vm1

 ,v2 =


v12

v22
...

vm2

 , · · · ,vs =


v1s

v2s
...

vms


とすると

Av1 = 0, Av2 = 0, . . . , Avs = 0

となります．さらにこれら自明でない解の任意の 1次結合 x = c1v1 + c2v2 + · · · + csvs も Ax =

c1(Av1) + c2(Av2) + · · ·+ cs(Avs) = 0 となるので, ⟨0,v1,v2, . . . ,vs⟩ は部分空間となります．この
部分空間を 解空間 (solution space) といいます．この解空間の基底を連立同次 1次方程式Ax = 0

の 基本解 (elementary solution) といいます．

解空間の次元と行列の階数にはどんな関係があるのか興味のわくところです．じつはこのふたつ

の間には次のような関係があります．

定理 2.9

n個の未知数 x1, x2, . . . , xn について, 連立同次 1次方程式の係数行列 A の階数が r ならば, 基本解

は n− r個の解ベクトルで構成される．
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証明 rank(A) = rank([A : 0]) = rより [A : 0] は行基本変形を施して次のような行列に変形できる．

[A : 0]R =



1 · · · 0 d1r+1 · · · d1n
... 0

...
. . .

...
...

. . .
...

...
...

0 · · · 1 drr+1 · · · drn
... 0

0 · · · 0 0 · · · 0
... 0

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 · · · 0
... 0


ここで

x1 =



−d1r+1

...

−drr+1

1

0
...

0


,x2 =



−d1r+2

...

−drr+2

0

1
...

0


, . . . ,xn−r =



−d1n
...

−drn
0

0
...

1


とおくと, x1,x2, . . . ,xn−r はもちろん解ベクトルである．また

c1x1 + c2x2 + · · ·+ cn−rxn−r = 0

とおくと,

c1x1 + c2x2 + · · ·+ cn−rxn−r =



∗ + · · ·+ ∗
...

...
...

∗ + · · ·+ ∗
c1

c2
...

cn−r


=



0
...

0

0

0
...

0


.

これから c1 = c2 = · · · = cn−r = 0 となり, x1,x2, . . . ,xn−r は 1次独立である．よって解空間の次

元は n− r. ■
♠自由度 ♠
基本解の個数 n − r は基本解を表すのに必要な任意の定数の数を表し, この数のことを 自由度

(degree of freedom) ともいいます．

例題 2.11

次の連立 1次方程式を解こう． 
x1 + x2 + 2x3 + 4x4 = 3

3x1 + x2 + 6x3 + 2x4 = 3

−x1 + 2x2 − 2x3 + x4 = 1
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解 ガウスの消去法を用いる．

[A : b] =

 1 1 2 4 3

3 1 6 2 3

−1 2 −2 1 1

→
 1 1 2 4 3

0 −2 0 −10 −6
0 3 0 5 4



→

 1 0 2 −1 0

0 1 0 5 3

0 0 0 1 1
2

→
 1 0 2 0 1

2

0 1 0 0 1
2

0 0 0 1 1
2

 = [A : b]R.

これから rank(A) = rank([A : b]) = 3 となりこの連立 1次方程式は解をもつ．また [A : b]R を方程

式に書き直すと 
x1 + 2x3 = 1

2

x2 = 1
2

x4 = 1
2

となる．ここで n = 4, r = 3より自由度は 1．よって x3 = α とおくと
x1

x2

x3

x4

 =


1
2 − 2x3

1
2

x3

1
2

 =


1
2
1
2

0
1
2

+ α


−2
0

1

0


となる． ■
♠逆行列 ♠
前節で n 次の正方行列全体は加法, 減法, 乗法に関して, 皆さんがよく知っている数の世界と似てい

ることを発見しましたが割り算はどうでしょうか．数の場合には aが 0でない限り, ax = xa = 1とな

る数 xがちょうどひとつ存在しました．行列の場合は事情はこれほど簡単ではありません．たとえば,

行列 A =

(
1 0

1 0

)
を見て下さい．A は零行列ではありません．しかし A に対し, AX = XA = I

となる行列 X は存在しません．つまり行列の場合は数の世界のように 0 でなければ必ず逆元が存在

するとはいえないのです．そこで数の世界の性質を保つ行列を特別な名前でよんであげます．

♠正則行列 ♠
n 次の正方行列 A に対し, XA = AX = I となる行列 X が存在するとき, A を 正則行列

(regular matrix) といいます．またこのような X を A の 逆行列 (inverse matrix) といいま

す．A の逆行列はいくつあるのでしょうか．たとえば AX = XA = I, AZ = ZA = I とすると

X = XI = X(AZ) = (XA)Z = IZ = Z となり A の逆行列はひとつしかないことが分ります．そ

こで A の逆行列を A−1 と表します．

この考えを使ってもう 1度連立 1次方程式 Ax = b を解いてみましょう．A を正則行列とすると,

A−1(Ax) = A−1bより x = A−1b となります．したがって, 連立 1次方程式を解くためには逆行列

A−1 を求めて解く方法もあることが分りました．つまり AX = I となる行列 X を求めれば良いわ

けです．この行列を簡単に求める方法があります．それを紹介する前に正則行列と行列の階数の関係

を述べておきます．

定理 2.10
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A が n 次の正方行列のとき, 次の条件は同値である．

(1) rank(A) = n

(2) A は正則行列である．

証明 定理 2.2より rank(A) = n と AR = I は同値である．つまり rank(A) = n のとき, 適当な基本

行列の積 P を選んで PA = I と表せる．言い換えると A は正則行列である．

逆に, A が正則行列のとき AR を見てみると, 適当な基本行列の積 P を用いて, PA = AR と表せ

る．ここで P は基本行列の積だから正則．よって P−1 が存在する．もし AR ̸= I とすると AR の

最下行の成分はすべて 0 である．このような行列は正則行列ではない (演習問題 2.3)から, 正則行列

A,P の積は正則行列でないことになって矛盾する (演習問題 2.3)．よって rank(A) = n. ■
ここで AX = I から X を求める方法を紹介します．A は正則行列なので適当な基本行列の積 P

に対して, PA = I となります．そこでこの P を AX = I に左からかけると P (AX) = (PA)X =

IX = X,PI = P より X を求めるのは P を求めるのと同じことだということが分ります．これは

A にいくつかの適当な行基本変形を施して単位行列となるならば, それとまったく同じ変形を n 次

の単位行列 I に施せばその結果が A−1 であることを示しています．

例題 2.12

A =

 1 2 3

2 −1 1

4 3 2

 の正則性を判定し, 正則ならば逆行列を求めよう．

解

[A : I] =

 1 2 3 1 0 0

2 −1 1 0 1 0

4 3 2 0 0 1

 −→
 1 2 3 1 0 0

0 −5 −5 −2 1 0

0 −5 −10 −4 0 1



−→

 1 2 3 1 0 0

0 1 1 2
5 −

1
5 0

0 1 2 4
5 0 − 1

5

 −→
 1 0 1 1

5
2
5 0

0 1 1 2
5 −

1
5 0

0 1 2 4
5 0 − 1

5



−→

 1 0 0 − 1
5

1
5

1
5

0 1 0 0 − 2
5

1
5

0 0 1 2
5

1
5 − 1

5

 = [I : A−1].

よって, A は正則で, A−1 =

 −
1
5

1
5

1
5

0 − 2
5

1
5

2
5

1
5 − 1

5

 である． ■

ここまでで学んだことをまとめると次のような定理を得ます．

定理 2.11

A が n 次の正方行列のとき, 次の条件は同値である．

(1) A正則行列

(2) rank(A) = n

(3) AR = I
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証明 (2)⇔ (3) は定理 2.2, (1)⇔ (2)は 定理 2.3.

演習問題 2-6

1. 次の連立 1次方程式をガウスの消去法を用いて解け．

(a)

{
x− 3y = 5

3x− 5y = 7

(b)


x+ y + z = 3

x+ 2y + 2z = 5

x+ 2y + 3z = 6

(c)


x1 + x2 + x3 + x4 = 1

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 2

x1 + 4x2 + 9x3 + 16x4 = 6

2. 次の連立 1次方程式が解をもつように, 定数 k の値を定めよ．また, そのときの解を求めよ．
x+ 2y + 3z = 7

3x+ 2y + 5z = 9

5x+ 2y + 7z = k

3. 次の行列の正則性を判定し, 正則ならば逆行列を求めよ．

(a)

 2 3 4

1 2 3

−1 1 4



(b)


0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0


4.

 2 0 −3
1 −1 a

5 3 4

 が正則行列となるのは a がどのようなときか調べよ．

5. A =

 2 −1 0

4 3 2

3 0 1

 は正則行列であることを示し, A を基本行列の積で表せ．

6. 正方行列のひとつの行の成分がすべて 0 ならば, A は正則でないことを証明せよ．

7. A,B がともに n 次正則行列ならば, 積 AB も正則で,

(AB)−1 = B−1A−1

となることを証明せよ．

2.4 行列の分解 (matrix decomposition)

Gaussの消去法は連立 1次方程式を解くための主要な道具である.ここでは，拡大係数行列 [A : b]

のピボットの乗数から，行列 Aを下三角行列 Lと上三角行列 U の積 A = LU で表す方法を学ぶ.
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では，どうやって A = LU と分解するのか.

x1 +x2 +3x4 = 4

2x1 +x2 −x3 +x4 = 1

3x1 −x2 −x3 +2x4 = −3
−x1 +2x2 +3x3 −x4 = 4

より係数行列は

A(1) =


1 1 0 3

2 1 −1 1

3 −1 −1 2

−1 2 3 −1


となる. ピボット a

(1)
11 = 1 ̸= 0 より，乗数 m2,1 = 2,m3,1 = 3,m4,1 = −1. ここで，行基本変形

−2R1 +R2 → R2, −3R1 +R3 → R3, R1 +R4 → R4 を行うと

A(2) =


1 1 0 3

0 −1 −1 −5
0 −4 −1 −7
0 3 3 2


となる.次にピボット a

(2)
22 = −1 ̸= 0より，乗数m3,2 = 4,m4,2 = −3.ここで，行基本変形 −4R2 +

R3 → R3, 3R2 +R4 → R4 を行うと

A(3) =


1 1 0 3

0 −1 −1 −5
0 0 3 13

0 0 0 −13


となる.A(3) は上三角行列より A(3) = U とすれば U が求まる. では，L はどうなっているのだろ

うか.ここで行った操作を行列になおして考えると，まず，−2R1 + R2 → R2, −3R1 + R3 → R3,

R1 +R4 → R4 を行うことは，行列 A(1) に行列

M (1) =


1 0 0 0

−m2,1 1 0 0

−m3,1 0 1 0

−m4,1 0 0 1


をかけることと同じである.この行列のことをGaussの第 1変換行列 (first Gaussian transfor-

mation matrix)という.次に行った行基本変形 −4R2 +R3 → R3, 3R2 +R4 → R4は A(2)に対し

てであり，Gaussの第２変換行列M (2) は

M (2) =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 −m3,2 1 0

0 −m4,2 0 1


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となる.

つまり，

U = A(3) = M (2)A(2) = M (2)M (1)A(1) = M (2)M (1)A

より，L = (M (1))−1(M (2))−1 となる.ここで，(M (1))−1 = L(1), (M (2))−1 = L(2) とおくと，L =

L(1)L(2) と表せる.detM (1) = detM (2) = 1より，

L(1) = (M (1))−1 =


1 0 0 0

m2,1 1 0 0

m3,1 0 1 0

m4,1 0 0 1



L(2) = (M (2))−1 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 m3,2 1 0

0 m4,2 0 1


となる.よって

L = L(1)L(2) =


1 0 0 0

m2,1 1 0 0

m3,1 m3,2 1 0

m4,1 m4,2 0 1

 =


1 0 0 0

2 1 0 0

3 4 1 0

−1 −3 0 1


となる.LU 分解の行列 Lの対角成分は全て１であることに気付こう. これを一般化すると

定理 2.12 行の入れ替えを行わずに，行列Aが上三角行列 U に変形できるならば，行列Aは下三角

行列 Lを用いて A = LU に分解できる. ここで，mji = a
(i)
ji /a

(i)
ii ,

U =


a
(1)
11 a

(1)
12 · · · · · · · · · a

(1)
1n

0 a
(2)
22

. . .
...

...
. . .

. . . a
(n−1)
n−1,n

0 · · · · · · · 0 a
(n)
nn



L =


1 0 · · · · · · · · · 0

m2,1 1
. . .

...
...

. . .
. . . 0

mn,1 · · · · · · · 0 1


演習問題 2-7

1. 次の連立 1次方程式を解け. 1 0 0

2 1 0

−1 0 1


 2 3 −1

0 −2 1

0 0 3


 x1

x2

x3

 =

 2

−1
1


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2. 次の行列を LU 分解せよ．

(a)

 2 −1 1

3 3 9

3 3 5



(b)


2 0 0 0

1 1.5 0 0

0 −3 0.5 0

2 −2 1 1



2.5 行列式 (determinant)

♠クラメールの公式 ♠
行列式を定義する前に 2個の変数に関する連立 1次方程式を考えてみましょう．{

a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2

を変数 x1, x2 について解きます．最初の式に a22 を,後の式に −a12 をかけたものを加えると,

(a11a22 − a12a21)x1 = b1a22 − a12b2

を得ます．よって a11a22 − a12a21 ̸= 0 のとき, 解

x1 =
b1a22 − a12b2
a11a22 − a12a21

が得られます．同様にして,

x2 =
a11b2 − b1a21
a11a22 − a12a21

が得られます．ここに表れた共通の分母を

a11a22 − a12a21 =

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣
で表して, これを方程式の係数の行列 (aij) の 行列式 (determinant) といい det(aij) または |(aij)|
で表します．この表し方を使うと,

x1 =

∣∣∣∣∣ b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣
, x2 =

∣∣∣∣∣ a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣
と書けます．これを クラメールの公式 (Cramer’s rule) といいます．

♠余因子展開 ♠

定義 2.5
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行列 A = (aij) を n 次の正方行列とする．

(a) n = 1 のとき, det(A) = a11

(b) n = 2 のとき, det(A) = a11a22 − a12a21

(c) n ≥ 2 のとき, 行列 A の行 i と列 j を削除して作った (n− 1) 次の行列の行列式を Mij で表し

A の 小行列式 (minor) という．さらに, aij の 余因子 (cofactor) といわれるものを次のように定

義する．

Aij = (−1)i+jMij .

このとき, A の 行列式 (determinant)det(A) を次のように定義する．

detA =

n∑
j=1

aijAij .

この行列式の求め方を第 i行についての 余因子展開 (cofactor expansion) といいます．同様に

して, 次のような行列式の求め方を第 j 列についての余因子展開といいます．

detA =

n∑
i=1

aijAij .

n 次の正方行列では行についての余因子展開が n通り可能です．また列についても n通り可能で

す．驚くことに, どの行または列についての余因子展開も同じ結果を与えます．このことより, 私た

ちは行列 A の行列式を余因子展開で定義することができるのです．

定理 2.13

正方行列 A においてすべての行または列についての余因子展開は皆等しい．

例題 2.13

次の行列式を計算しよう．det

 0 −2 0

−1 3 1

4 2 1


解 第 1行についての展開を行なう．∣∣∣∣∣∣∣

0 −2 0

−1 3 1

4 2 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 + (−1)1+2(−2)

∣∣∣∣∣ −1 1

4 1

∣∣∣∣∣+ 0 = −10. ■

行列式の定義としてよく用いられているものには次のようなものもあります．まず n 次の正方行

列 A を考えます．この行列のそれぞれの行と列から成分をひとつずつ取り出しかけ合わせます．す

ると a1i1a2i2 · · · anin の形をした組ができます．このとき, 成分の列の位置 (i1, i2, . . . , in) を σ で表

します．さて σ は全部で何個できるでしょうか．n個の数を順に並べるので, 最初の数は n個の中

からどれでも使えます．つぎの数は既にひとつ使ってしまったので残りの n − 1個の中のどれでも

使えます．こうやって数えていくと全部で n!個できることがわかります．次にこの形をした組に次

のような規則で符号をつけてゆきます．(i1, i2, i3, . . . , in) が (1, 2, 3, . . . , n) の順になるように, 隣り
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合った 2数を入れ換えていったとき, 偶数回でできたら + の符号をつけ奇数回でできたら − の符号
をつけます．この符号を sgn(i1, i2, . . . , in) で表します．たとえば, 同じ (1432)も

(1432) −→ (1423) −→ (1243) −→ (1234)

(1432) −→ (1234)

と (1234)に至るまでの回数は異なりますが, 共に奇数回より sgn(1432) = − となります．実際,

sgn(i1, i2, . . . , in) =

n−1∑
k=1

sgn

k∏
j=1

(ik − ij)

と表せるので, sgn(i1, i2, . . . , in) の符号は一意的に定まります．これより

detA =
∑
σ

sgn(i1, i2, i3, . . . , in)a1i1a2i2 · · · anin

と定義します．

例題 2.14

sgn(154632) を求めよう．

解

(154632) −→ (124635) −→ (123645) −→ (123465) −→ (123456)

より sgn(154632) = +. ■
♠行列式の性質 ♠
行列式は次のような性質をもっています．

定理 2.14

B = At のとき, detB = detA.

証明 At の第 j 列についての余因子展開は, A の第 j 行についての余因子展開と同じである．よって

detA = detB. ■
この定理によって, 行列式の行について成り立つ性質は列についても成り立ちます．その逆もいえ

るので, 今後, 行列式に関する定理の証明は, 行または列の一方だけについて行えば良いことになり

ます．

定理 2.15

行列 B が行列 A の行の定数倍 α で得られたなら, detB = α detA.

証明 A の第 k行を α倍したものを B とし, 第 k行について展開すると,

detB =

n∑
i=1

(−1)k+ibkiMki

となる．ただし, bki = αaki．さらに, Mki は B も Aも同じなので,

detB =

n∑
i=1

(−1)k+iαakiMki = α

n∑
i=1

(−1)k+iakiMki = α detA. ■
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定理 2.16

行列 B が行列 A の行または列の入れ替えで得られたなら,

detB = −detA.

証明 行列の次数に帰納法を用いる．

A を 2次の行列とすると,

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
.

行の入れ替えで B を得たなら,

B =

(
a21 a22

a11 a12

)
.

よって detB = −detA となる．

つぎにこの定理が次数 (n− 1) の正方行列で成り立つと仮定し, 次数 n の正方行列 A でも成り立

つことを示す．行列 A の第 i行と第 j行との入れ替えで得たものを行列 B とする．このとき第 k行

について余因子展開を行なうと,

detB =

n∑
s=1

aksBks, detA =

n∑
s=1

aksAks.

Bks と Aks は行列 A の小行列式を表しているので (n− 1)× (n− 1) の行列式, よって帰納法より,

Bks = −Aks, (s = 1, 2, . . . , n).

したがって, detB = −detA. ■

定理 2.17

行列 Bが行列 Aのひとつの行または列の α倍を他の行または列に加えて得られたなら, detB = detA.

証明 行列 A の第 i行の α倍を第 j 行に加えたものを行列 B とする．つまり

B =



a11 a12 · · · a1n
...

...
...

αai1 + aj1 αai2 + aj2 · · · αain + ajn
...

...
...

an1 an2 · · · ann


← j 行.

行列 B を第 j 行について展開すると,

detB =

n∑
k=1

(αaik + ajk)Ajk

=

n∑
k=1

αaikAjk +

n∑
k=1

ajkAjk.
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となる．ここで Ajk は B の第 j 行と第 k 列を削除して得られたものなので,

n∑
k=1

ajkAjk = detA．

また
∑n

k=1 αaikAjk は行列 A の第 j 行を第 i行の α倍して得られたものの行列式なので, 第 j 行を
1

α
倍するとふたつの行の対応する成分がみな等しい行列ができる．この行列の行列式は定理 2.5より

0 となる．つまり
∑n

k=1 αaikAjk = 0．よって, detB = detA. ■
上の 3つの定理より, 行列 A に行基本変形を施して作った行列 B の行列式は基本行列の行列式と

行列 A の行列式の積になることがかわります, 言い換えると

定理 2.18

det(EA) = det(E) det(A), ただし E は基本行列．

証明 3つの行基本変形 L1, L2, L3 (L1 はふたつの行の入れ替え, L2 はひとつの行にある数をかけて

他の行に加える, L3 はひとつの行に 0 でない数 α をかける)に対応する基本行列を E1, E2, E3 とす

ると定理 2.5,2.5,2.5 より

|E1| = −1, |E2| = 1, E3A = α.

ここで行列 EiA は行列 A に対応する基本変形 Li を施したものであるから,

|E1A| = −|A| = |E1∥A|, |E2A| = |A| = |E2∥A|, |E3A| = α|A| = |E3∥A|.

よっていずれの場合も, det(EA) = det(E) det(A). ■

定理 2.19

行列 B が次のいずれかの性質をもつとき, detB = 0 である．

(1) ひとつの行 (または列)のすべての成分が 0である．

(2) 行列 A のふたつの行 (または列)の対応する成分が等しい.

(3) 行列 A のふたつの行 (または列)の対応する成分が比例している.

証明

(1) 定理 2.5で α = 0 とおけばよい．

(2) 行列 B を行列 A の成分の等しい行 (または列)の入れ替えで得た行列とすると, 定理 2.5より

detB = −detA. しかし行列 A と行列 B は同じものであるから, detB = detA. よって detA = 0.

(3) 行列 A の第 j 行が第 k行の α倍と等しいとする．α = 0 ならば detA = 0. よって α ̸= 0 とす

る．行列 A の第 j 行を
1

α
倍して得た行列を B とすると, 定理 2.5より detB =

1

α
detA. また定理

2.5(2)より detB = 0. よって detA = 0.

例題 2.15

次の行列式を計算しよう．

(a) det

 2 −1 2

−4 3 −3
0 1 1

 (b) det

 1 −2 0

−1 3 1

2 −3 1


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解 (a)

∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 2

−4 3 −3
0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ 2R1+R2=

∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 2

0 1 1

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣
定理 2.5(2)

= 0.

(b)

∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 0

−1 3 1

2 −3 1

∣∣∣∣∣∣∣ 2C1+C2=

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

−1 1 1

2 1 1

∣∣∣∣∣∣∣
定理 2.5(2)

= 0.

ここで 2C1 + C2 は第 1列の 2倍を第 2列にたすことを意味しています． ■

例題 2.16

次の行列の行列式を求めよう．

(a) A =

 −4 −1 6

1 2 3

2 −3 4

 (b) B =

 2 −3 4

1 2 3

−4 −1 6

 .

解 (a)

∣∣∣∣∣∣∣
−4 −1 6

1 2 3

2 −3 4

∣∣∣∣∣∣∣ R1↔R2= −

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

−4 −1 6

2 −3 4

∣∣∣∣∣∣∣
4R1+R2

−2R1+R3

= −

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

0 7 18

0 −7 −2

∣∣∣∣∣∣∣
R2
7

R2+R3

= −7

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

0 1 18
7

0 0 16

∣∣∣∣∣∣∣ = −7 · 16 = −112.

(b) 行列 B は行列 A の第 1行と第 3行を入れ替えたものなので, 定理 2.5より detB = 112. ■

例題 2.17

上の定理を用いて次の行列式を因数分解しよう．∣∣∣∣∣∣∣
1 a a3

1 b b3

1 c c3

∣∣∣∣∣∣∣
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解

∣∣∣∣∣∣∣
1 a a3

1 b b3

1 c c3

∣∣∣∣∣∣∣
−R1+R2

−R1+R3

=

∣∣∣∣∣∣∣
1 a a3

0 b− a b3 − a3

0 c− a c3 − a3

∣∣∣∣∣∣∣
R2
b−a

R2
c−a

= (b− a)(c− a)

∣∣∣∣∣∣∣
1 a a3

0 1 b2 + ba+ a2

0 1 c2 + ca+ a2

∣∣∣∣∣∣∣
−R2+R3= (b− a)(c− a)

∣∣∣∣∣∣∣
1 a a3

0 1 b2 + ba+ a2

0 0 c2 + ca− b2 − ba

∣∣∣∣∣∣∣
= (b− a)(c− a)(c− b)(a+ b+ c). ■

最後に行列式に関する定理の内もっとも重要と思われる 2つの定理を記しておきます．

♠行列式の積 ♠

定理 2.20

detAB = detA detB.

証明 行列 A は適当な基本行列 Ei を用いて A = EkEk−1 · · ·E1AR と表せる．よって定理 2.5より

|A| = |Ek∥Ek−1| · · · |E1∥AR|.

もし |A| = 0 なら |AR| = 0. よって AR の, ある行ベクトルは零ベクトル．つまり AB の, ある行

ベクトルも零ベクトル．これより |AB| = 0. もし |A| ̸= 0 なら |AR| ̸= 0 となるので定理 2.3より

AR = I となる．よって

|A| = |Ek∥Ek−1| · · · |E1|,

AB = EkEk−1 · · ·E1B.

これより

|AB| = |EkEk−1 · · ·E1B| = |Ek∥Ek−1| · · · |E1∥B| = |A∥B|. ■

定理 2.21

A が n 次の正方行列のとき,次の条件は同値である．

1) A正則行列

2) |A| ̸= 0

3) A−1 が存在し, A−1 = 1
|A|


A11 · · · A1n

...
...

...

An1 · · · Ann


t

で与えられる．ただし Aij は A の余因子．
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4) Ax = b はただ 1組の解をもち, その解は次の式で与えられる．

xj =
1

|A|

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · b1 · · · a1n

...
...

...

an1 · · · bn · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
|[Aj : b]|
|A|

.

これをクラメールの公式という．

5) rank(A) = n

6) AR = I

証明に入る前にこの定理の中にでてきた転置行列


A11 · · · A1n

...
...

...

An1 · · · Ann


t

は A の 余因子行列

(ajoint) とよばれ adjA と表します．また
a11 · · · b1 · · · a1n
...

...
...

an1 · · · bn · · · ann



は行列 A の j 列を b =


b1

b2
...

bn

 で置き換えたもので, [Aj : b] で表します．

証明 1)⇒ 2)

A が正則ならば, AA−1 = I なので定理 2.5より |A∥A−1| = |AA−1| = |I| = 1. よって |A| ̸= 0 であ

る．

2)⇒ 3)

|A| ̸= 0 なので X = 1
|A|


A11 · · · A1n

...
...

...

An1 · · · Ann


t

とおくと

XA =
1

|A|


A11 · · · A1n

...
...

...

An1 · · · Ann


t

a11 · · · a1n
...

...

an1 · · · ann



=
1

|A|


|A| · · · 0

...
...

0 · · · |A|

 = I.

よって XA = I となり X = A−1.

3) ⇒ 4)
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A−1 = 1
|A|


A11 · · · A1n

...
...

...

An1 · · · Ann


t

を Ax = b に左側からかけると,

x = A−1b =
1

|A|


A11 · · · A1n

...
...

...

An1 · · · Ann


t

b1
...

bn



=
1

|A|


b1A11 + · · ·+ bnAn1

...
...

...

b1A1n + · · ·+ bnAnn


を得る．

右辺の成分 b1A1j + b2A2j + · · ·+ bnAnj は, 行列 A の第 j 列を b で置き換えた行列

[Aj : b] =


a11 · · · b1 · · · a1n

...
...

...

an1 · · · bn · · · ann


の第 j 列についての余因子展開である．したがって

xj =
1

|A|

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · b1 · · · a1n

...
...

...

an1 · · · bn · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
|[Aj : b]|
|A|

.

4) ⇒ 5)

Ax = b がただ 1組の解 p をもつとする．このとき Ax = 0 の基本解を C とすると, 定理 2.3より

p+CもAx = b の解となり, p = p+Cより C = 0 となる．よって定理 2.3より 0 = n− rank(A)

となり rank(A) = n を得る．

5) ⇒ 6), 6) ⇒ 1) は定理 2.3である． ■
行列式の計算のために便利なものを紹介します．１つはVandermondeの行列式と呼ばれるもの

です．ある微分方程式の解が

y = c1e
ax + c2e

bx + c3e
cx

で与えられたとします．また、この解が次の初期条件を満たすとします．y(0) = 1, y′(0) = 1, y′′(0) = 1．

　すると、次の連立方程式を得ます．

1 = c1 + c2 + c3

1 = c1a+ c2b+ c3c

1 = c1a
2 + c2b

2 + c3c
2

この式を行列を用いて書き直すと、
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 1 1 1

a b c

a2 b2 c2


c1

c2

c3

 =

1

1

1


この連立方程式の解をクラメールの公式で求めようとすると、分母には次のような行列式がでて

きます．そこで、ここに出てきた行列の行列式を求めることを考えます．

det

 1 1 1

a b c

a2 b2 c2

 = det

1 1 1

0 b− a c− a

0 b2 − a2 c2 − a2

 = (c− a)(c− b)(b− a)

この結果、行列式は２行目の成分を右端から順に引いていけば答えが出ます．これは、n次の正方行

列にも当てはまり、Vandermondeの行列式と呼ばれるものです．

もう一つ便利なものに、行列のブロック分割を用いて行列式を求める方法があります．行列 Aを

考えます．

A =


a11 a12 a13 a14 a15

a21 a22 a23 a24 a25

a31 a32 a33 a34 a35

a41 a42 a43 a44 a45

a51 a52 a53 a54 a55


この行列の３列目と４列目の間で縦にカットする．次に、４行目と５行目の間で横にカットする

と、次の行列が生まれる．

A11 =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

a41 a42 a43

 , A12 =


a14 a15

a24 a25

a34 a35

a44 a45

 , A21 =
(
a51 a52 a53

)
, A22 =

(
a54 a55

)

これより、行列 Aは次のようにブロック分割で表せます．

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
次に正方行列 Xの行列式を求めることを考えます．行列 Xを Aを n行 n列、Bをm行m列の正

方行列で分割します．このとき、次の式が成り立ちます．行列 Oは零行列．

1. det

(
A O

O B

)
= det(A) det(B)

2. det

(
A C

O B

)
= det(A) det(B)

証明　まず、余因子展開により、det

(
A O

O I

)
= det(A). 次に、det

(
I O

O B

)
= det(B)．ここで、

det

(
A 0

O B

)
= det

(
A O

O I

)
det

(
I O

O B

)
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に注意すると、上記 1.が示せます．次に、上三角行列 det

(
A C

O B

)
について、調べてみます．

(
A C

O B

)
=

(
I O

O B

)(
A C

O I

)

ここで、

det

(
A C

O I

)
= det(A)

を示します．

証明　 Aは n × nの正方行列、I は m ×mの単位行列とする．このとき、X =

(
A C

O I

)
とす

ると、

det(X) =
∑

σ∈Sn+m

sgn(σ)x1σ(1)x2σ(2) · · ·xnσ(n) · · ·xn+mσ(n+m)

ここで、1 ≤ i ≤ nおよび n+ 1 ≤ j ≤ n+mのとき、xiσ(j) = 0となる．また、n+ 1 ≤ i ≤ n+m

および n+ 1 ≤ j ≤ n+mのとき、

xiσ(j) =

{
1 , i = σ(j)

0 , i ̸= σ(j)

次に、

τ =

(
1 2 3 . . . n

σ(1) σ(2) σ(3) . . . σ(n)

)

ρ =

(
n+ 1 n+ 2 n+ 3 . . . n+m

σ(n+ 1) σ(n+ 2) σ(n+ 3) . . . σ(n+m)

)
とおくと、σ = τρで表される．ただし、τ ∈ Sn, ρ ∈ Sm. ここで、

sgn(σ) = sgn(τρ) = sgn(ρ)sgn(ρ)

が成り立つ．したがって、

det(X) =
∑
τρ

sgn(τρ)x1τ(1)x2τ(2) . . . xnτ(n)xn+1ρ(n+1)xn+2ρ(n+2) . . . xn+mρ(n+m)(∑
τ

sgn(τ)x1τ(1)x2τ(2) . . . xnτ(n)

)(∑
ρ

sgn(ρ)xn+1ρ(n+1)xn+2ρ(n+ 2) . . . xn+mρ(n+m)

)
= det(A) · 1 = det(A)

演習問題 2-8

1. 次の行列式の値を求めよ．
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(a)

∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 1

1 0 2

1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣ (b)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 4 0 5

1 −2 −1 3

1 2 3 0

3 3 −4 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(c)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 1 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 1

1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 5 1 2 −1
2 6 0 9 1

0 0 7 1 2

0 0 3 2 5

0 0 0 0 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2. 次の行列式を因数分解せよ．

(a)

∣∣∣∣∣∣∣
1 a2 (b+ c)2

1 b2 (c+ a)2

1 c2 (a+ b)2

∣∣∣∣∣∣∣ (b)
∣∣∣∣∣∣∣
b+ c b c

a c+ a c

a b a+ b

∣∣∣∣∣∣∣ (c)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

a b c d

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3. 次の方程式を

解け．

∣∣∣∣∣∣∣
1− x 2 2

2 2− x 1

2 1 2− x

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

4. 平面上の 2点 (a1, a2), (b1, b2) を通る直線の方程式は∣∣∣∣∣∣∣
x y 1

a1 a2 1

b1 b2 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

で与えられることを示せ．

5. 空間上の 3点 (a1, a2, a3), (b1, b2, b3), (c1, c2, c3) を通る平面の方程式は∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x y z 1

a1 a2 a3 1

b1 b2 b3 1

c1 c2 c3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

で与えられることを示せ．

6. 連立 1次方程式 Ax = 0 が x ̸= 0 となる基本解をもてば, |A| = 0 であることを示せ．

7. 次の連立 1次方程式をクラメールの公式をもちいて解け．

(a)

{
x− 3y = 5

3x− 5y = 7

(b)


x+ y + z = 3

x+ 2y + 2z = 5

x+ 2y + 3z = 6
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第3章 線形写像(Linear mapping)

3.1 線形写像 (linear mapping)

♠写像 ♠
第 1章, 第 2章でベクトル空間について学んできました．この章では写像を用いてふたつのベクト

ル空間の関係を調べます．そこで写像について簡単に復習をしておきます．

ふたつの集合 VとWを考えます．Vの任意の要素 v に対してWのただひとつの要素 w を対応

させるような規則 T があるとき, この対応関係 T を VからWへの 写像 (mapping) といい記号

T : V −→ W で表します．この考え方を用いると m× n型の行列は n項列ベクトルを m項列ベク

トルに移す写像, 言い換えると, Rn から Rm への写像ということになります．

♠線形写像 ♠
ベクトル空間には和とスカラー倍が定義されていました．そこで, ふたつのベクトル空間の関係を

調べるのに使う写像は, 和とスカラー倍を保つのが望ましいでしょう．そのような写像を線形写像と

いい次のように定義します．

定義 3.1

V,W がベクトル空間のとき, 写像 T : V −→ W で次の条件を満たすものを 線形写像 (linear

mapping) という．

1. T (v +w) = T (v) + T (w) (v,w ∈ V )

2. T (αv) = αT (v) (v ∈ V, α ∈ R)

とくに V = W のとき, T を V の 線形変換 (linear transformation) という．

線形写像は V から W への写像のうちベクトル空間の性質を保つ写像です．T により V の移る

先全体を T の 像 (image) といい,

Im(T ) = T (V ) = {w ∈W : T (v) = wを満たす v ∈ V が存在する }

で表します．また T による像が 0 になるような V の要素の集まりを T の 核 (kernel) といい,

ker(T ) = {v ∈ V : T (v) = 0}

で表します．これらは線形写像の性質より, それぞれW,V の部分空間になることがわかります (演

習問題 3.1参照)．

例題 3.1
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A を m× n型の行列とする．

T : Rn −→ Rm

を T (x) = Ax で定義すると T は線形写像になることを示そう．

解 行列どうしの積および実数との積の性質から, Rn の任意のベクトル x1,x2 および任意の実数 α

に対して,

T (x1 + x2) = A(x1 + x2) = A(x1) +A(x2) = T (x1) + T (x2),

T (αx1) = A(αx1) = αA(x1) = αT (x1)

が成り立つ．よって T は線形写像である． ■
線形写像 T : V −→W が

v1 ̸= v2 ならば T (v1) ̸= T (v2) (v1,v2 ∈ V )

を満たすとき, T は 1対 1(one-to-one)であるといい, このような写像を 単射 (injective) といい

ます．

線形写像 T : V −→ W が Im(T ) = W を満たすとき, T を V から W の 上への (onto)線形写

像といい, このような写像を 全射 (surjective) といいます．

例題 3.2

S : U −→ V, T : V −→W がともに線形写像であるとき, 合成写像 T ◦ S : U −→W も線形写像であ

ることを示そう．

解

(T ◦ S)(αu1 + βu2) = T (S(αu1 + βu2))

= T (αS(u1) + βS(u2))

= α(T ◦ S)(u1) + β(T ◦ S)(u2)

より合成写像 T ◦ S : U −→W も線形写像． ■
♠同型写像 ♠
ベクトル空間からベクトル空間の上への 1対 1の線形写像をとくに同型写像 (isomorphism) と

いいます．また, V から W への同型写像が存在するとき, V と W は 同型 (isomorphic)であると

いい, V ∼W と表します．また T : V −→W が同型写像で, T (v) = w のとき, S(w) = v と定める

ことにより, W から V への写像 S を得ます．このとき, S を T の 逆写像 (inverse mapping) と

いい, S = T−1 と表します．ここで同型写像について次のことが成り立ちます．

定理 3.1

線形写像 T : V −→ Rn について次の条件は同値である．

(1) dimV = n

(2) T は同型写像である．つまり V ∼ Rn

(3) ker(T ) = {0}, Im(T ) = Rn
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(4) 逆写像 T−1 : Rn −→ V は同型写像である．

(5) {w1,w2, . . . ,wn} が Rn の基底ならば, 逆写像 T−1 による像の集合

{T−1(w1), T
−1(w2), . . . , T

−1(wn)} は V の基底となる．

証明 (1)⇒ (2)

V の1組の基底を {v1,v2 . . . ,vn}とし, {w1,w2, . . . ,wn}をRnの基底とする．ここで T : V −→ Rn

を T (α1v1 +α2v2 + · · ·+αnvn) = α1w1 +α2w2 + · · ·+αnwn と定義すると, T は線形写像となる

(演習問題 3.1)．また a,b ∈ V とすると, ある c1, c2, . . . , cn, d1, d2, . . . , dn ∈ R で

a = c1v1 + · · ·+ cnvn,

b = d1v1 + · · ·+ dnvn．

よって

T (a) = T (b) =⇒ T (c1v1 + · · ·+ cnvn) = T (d1v1 + · · ·+ dnvn)

=⇒ c1T (v1) + · · ·+ cnT (vn) = d1T (v1) + · · ·+ dnT (vn)

=⇒ c1w1 + · · ·+ cnwn = d1w1 + · · ·+ dnwn

=⇒ c1 = d1, . . . , cn = dn

=⇒ a = b

となり T は単射．つぎに y ∈ Rn とすると, y = c1w1+· · ·+cnwn と表され,これは c1v1+. . .+cnvn

の T による像である．よって T は全射である．これより T は全単射な線形写像となり T は同型写

像であることが示せた．

(2)⇒ (3)

T (a) = 0 とすると T (0) = 0 = T (a) となるので, 仮定より a = 0．よって ker(T ) = {0}. また T は

全射であるから Im(T ) = Rn となる．

(3)⇒ (4)

T が同型写像なので wi,wj ∈ Rn に対して, T (vi) = wi, T (vj) = wj となる vi,vj ∈ V が存在す

る．また T の線形性により

T (αvi + βvj) = αT (vi) + βT (vj) = αwi + βwj .

よって

T−1(αwi + βwj) = αvi + βvj .

次に T−1 が全単射であることを示す．まず T−1(wi) = T−1(wj)より wi = wj を示す．

wi −wj = T (vi)− T (vj) = T (vi − vj) = T (0) = 0.

最後に Im(T ) = Rn より

vi = T−1(wi).

よって T−1 は同型写像．

(4)⇒ (5)
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{T−1(w1), T
−1(w2), . . . , T

−1(wn)} が V の基底であることを示すには, この組が 1次独立でかつこ

の組のベクトルで張られる空間が V であることを示せばよい．

c1T
−1(w1) + c2T

−1(w2) + · · ·+ cnT
−1(wn) = 0

より

T−1(c1w1 + c2w2 + · · ·+ cnwn) = 0.

ここで T−1 は同型写像なので

c1v1 + c2v2 + · · ·+ cnvn = 0.

このとき, {v1, . . . ,vn} は 1次独立であるから c1 = c2 = · · · = cn = 0 を得る．よって

{T−1(w1), T
−1(w2), . . . , T

−1(wn)}

は 1次独立である．つぎに v ∈ V とすると,

v = c1v1 + · · ·+ cnvn = c1T
−1(w1) + · · ·+ cnT

−1(wn).

よって ⟨w1,w2, . . . ,wn⟩ = V .

(5)⇒ (1)

{T−1(w1), T
−1(w2), . . . , T

−1(wn)} は V の基底より dimV = n. ■
このように n 次元のベクトル空間 V は Rn と同型となるので, V のベクトル間の関係は同型写像

によって Rn のベクトル間の関係として扱うことができます．

♠行列表現 ♠
有限次元のベクトル空間の線形写像を調べるために, 線形写像に行列を対応させることがあります．

このとき, 線形写像の性質は行列の性質として, より具体的に表されます．たとえば, xy平面上の点

(x, y) を θだけ回転して点 (X,Y ) に対応させる線形変換 T を考えてみましょう．まず, R2 の 1組

の基底 {

(
1

0

)
,

(
0

1

)
} を考えます．これより

x =

(
x

y

)
= x

(
1

0

)
+ y

(
0

1

)
,

y =

(
X

Y

)
= T (x) = T (x

(
1

0

)
+ y

(
0

1

)
)

= xT (

(
1

0

)
) + yT (

(
0

1

)
) = x

(
cos θ

sin θ

)
+ y

(
− sin θ

cos θ

)
.

よって (
X

Y

)
=

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
x

y

)
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と行列を用いて表せます．一般に, 線形写像 T : Rn −→ Rm を考え,

{v1, . . . ,vn}, {w1, . . . ,wm}

をそれぞれRn,Rm の 1組の基底とし, 任意の x ∈ Rn とその像 y = T (x) ∈ Rm を

x = v1x1 + v2x2 + · · ·+ vnxn,

y = w1y1 +w2y2 + · · ·+wmym

と表すとき, 写像 T の線形性により

y = T (x) = T (v1x1 + v2x2 + · · ·+ vnxn)

= T (v1)x1 + T (v2)x2 + · · ·+ T (vn)xn

となります．ここで {T (v1), . . . , T (vn)} は Rm に含まれるので,

T (vi) = a1iw1 + a2iw2 + · · ·+ amiwm (i = 1, 2, . . . , n)

と表せます．これより

y = (a11w1 + a21w2 + · · ·+ am1wm)x1

= (a12w1 + a22w2 + · · ·+ am2wm)x2

=
...

= (a1nw1 + a2nw2 + · · ·+ amnwm)xn

となります．ここで {w1,w2, . . . ,wm} は Rm の基底をなしているので, 対応する係数は等しいはず

です．よって次のような関係式が得られます．
y1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

y2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

...
...

ym = am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn.

これより右辺の係数行列 A = (aij) が定まります．この行列 A を基底

{v1, . . . ,vn}, {w1, . . . ,wm}

に関する T の 行列表現 (matrix representation) といい [T ]wv と表します．とくに V = W の場

合は, 通常 {v1, . . . ,vn} と {w1, . . . ,wn} とを同一にとり T の行列表現を [T ]v と表します．また

T : Rn −→ Rn のとき, 標準基底 (usual basis)

{e1 =


1

0
...

0

 , e2 =


0

1
...

0

 , . . . , en =


0

0
...

1

}
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を用いて T の行列表現は [T ]e または [T ] で表します．

ここまでをまとめるとRn から Rm への線形写像 T は, Rn の基底の像を Rm の基底で表したと

き, m× n型の行列 A で表され,

[T (x)]w = [T ]wv [x]v

を満たします．

例題 3.3

T : R2 −→ R2 が T

(
x

y

)
=

(
3x− 4y

x+ 5y

)
で与えられているとき, 標準基底 {e1, e2} に関する T

の行列表現 [T ] と基底 {w1 =

(
1

3

)
,w2 =

(
2

5

)
} に関する T の行列表現 [T ]w を求めよ．また

基底 {e1, e2}, {w1,w2} に関する T の行列表現 [T ]we を求めよう．

解

T (e1) = T (

(
1

0

)
) =

(
3

1

)
= 3e1 + e2,

T (e2) = T (

(
0

1

)
) =

(
−4
5

)
= −4e1 + 5e2

より [T ] =

(
3 −4
1 5

)
.

T (w1) = T (

(
1

3

)
) =

(
−9
16

)
= aw1 + bw2,

T (w2) = T (

(
2

5

)
) =

(
−14
27

)
= cw1 + dw2

とおくと aw1 + bw2 =

(
−9
16

)
, cw1 + dw2 =

(
−14
27

)
より a = 77, b = −43, c = 124, d = −69

を得る．よって [T ]w =

(
77 124

−43 −69

)
.

また

T (e1) = T (

(
1

0

)
) =

(
3

1

)
= −13w1 + 8w2,

T (e2) = T (

(
0

1

)
) =

(
−4
5

)
= 30w1 − 17w2

より [T ]we =

(
−13 30

8 −17

)
. ■

♠次元公式 ♠
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線形写像の行列表現を用いて, もう一度線形写像の核と像について調べてみましょう．線形写像 T

を T : Rn −→ Rm とします．このとき ker(T ) は T の像が 0 になる Rn の要素の集まりでした．つ

まり連立 1次方程式 
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0
...

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0

の解からつくられる解空間と同じになります．また定理 2.3より, 解空間の次元は

dimker(T ) = n− rank(A)

となります．では Im(T ) はどうでしょうか．Im(T ) は Rn のすべての元の像の集まりなので

dim Im(T ) = rank(A) となります．これから次元公式とよばれる次の定理を得ます．

定理 3.2

T : Rn −→ Rm を線形写像とするとき,

dimRn = dimker(T ) + dim Im(T )

が成り立つ．

例題 3.4

T : R3 −→ R3 の行列表現を A =

 1 1 1

2 2 2

3 3 3

 とするとき, dimker(T ) を求めよう．

解 dimker(T ) は dimR3 − dim Im(T ) と等しく, dim Im(T ) = rank(A)より rank(A) を求めれば

dimker(T ) が求まる．

A =

 1 1 1

2 2 2

3 3 3

→
 1 1 1

0 0 0

0 0 0


より rank(A) = 1. したがって dimker(T ) = 3− 1 = 2. ■
ベクトル空間 ,Rl,Rn,Rm の間に線形写像

S : Rl −→ Rn, T : Rn −→ Rm

が与えられたとき, その合成写像 T ◦S : Rl −→ Rmも線形写像となりました (例題 3.1)．そこで各空

間に基底をとり, それらに関する S, T の行列を A,B とすると x = (xi),y = (yj), z = (zk) に対して

(yi) = A(xj), (zk) = B(yi) = BA(xj)

となるので T ◦ S の行列表現は BA となります．

定理 3.3
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線形変換 T : Rn −→ Rn の基底 {vi} に関する行列表現を A とするとき, 次の条件は同値である．

(1) T は同型写像である．

(2) 行列 A は正則行列である．

証明 (1)⇒ (2)

T : Rn −→ Rn の行列表現を A とする．T は同型写像より T−1 が存在する．T−1 の行列表現を B

とすると, BA = I が成り立つから, A は正則行列である．

(2)⇒ (1)

A が正則行列ならばBA = I となる行列が存在し, この B に対する写像を Sすると T ◦S = 1．よっ

て, 演習問題 3.1より T は同型写像． ■

演習問題 3-2

1. 次の写像のうち線形写像はどちらか．

T1 : R3 −→ R2, T1

 x1

x2

x3

 =

(
x3

x1 + x2

)
.

T2 : R3 −→ R2, T2

 x1

x2

x3

 =

(
x1 + 1

x2 + x3

)
.

2. V は n 次元ベクトル空間, {v1, . . . ,vn} を V の基底とする．T : V −→ Rn を T (α1v1+α2v2+

· · ·+ αnvn) = α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen と定義すると, T は線形写像になることを示せ．

3. 線形写像 T : Rn −→ Rn について, 次の条件は同値であることを証明せよ．

(a) T は同型写像である．

(b) T ◦ S = 1 を満たす線形写像 S : Rn −→ Rn が存在する．

4. T : V −→W が線形写像のとき, ker(T ), Im(T ) は V,W の部分空間であることを示せ．

5. T : R3 −→ R3 が T

 x1

x2

x3

 =

 x1 + 2x2 + 2x3

2x1 + x2 + 3x3

2x1 + 2x2 + x3

 のとき, 標準基底 {e1, e2, e3} に関する T

の行列表現 [T ] と基底 {w1 =

 1

2

1

 ,w2 =

 −10
1

 ,w3 =

 0

−1
1

} に関する行列表現 [T ]w を

求めよ．

また dimker(T ) を求めよ．

3.2 行列の変換と固有値 (matrix transformation and eigen val-

ues)

♠基底変換の行列 ♠
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線形写像 T が与えられたとき, Rn と Rm の基底の取り方によって T の行列表現が変わることを

学びました．ここでは Rn の基底から Rm の基底に移す行列, 変換行列 (transition matrix) と行

列表現の関係について考えます．

例題 3.5

T : R2 −→ R2 が T

(
x

y

)
=

(
3x− 4y

x+ 5y

)
で与えられているとき, R2 の標準基底 {e1, e2} から

一般の基底 {w1 =

(
1

3

)
,w2 =

(
2

5

)
} への変換行列 P を求めよ．また A = [T ]e とするとき

P−1AP を求めよう．

解 まず, Pe1 = w1, Pe2 = w2 となる行列を求める．

w1 =

(
1

3

)
= e1 + 3e2,

w2 =

(
2

5

)
= 2e1 + 5e2

より変換行列 P は

P =

(
1 2

3 5

)
.

次に P−1AP を求める．例題 3.1より A = [T ]e =

(
3 −4
1 5

)
．よって

P−1AP =

(
−5 2

3 −1

)(
3 −4
1 5

)(
1 2

3 5

)
=

(
77 124

−43 −69

)
. ■

この例題をよく見ると, P−1[T ]eP = [T ]w が成り立っています．これは偶然でしょうか．行列表現

と基底の変換行列の間ではこのようなことがいつも成り立っているのか考えてみましょう．

定理 3.4

線形変換 T : Rn −→ Rn の基底 {vi} に関する行列表現を A, 基底 {wi} に関する行列表現を B と

する．{vi} から {wi} の基底の変換行列を P とすると, B = P−1AP が成り立つ．

証明 演習問題 3.2より {vi}ni=1 から {wi}ni=1 の基底の変換行列 P は n 次の正則行列で, P = (pij)

は

wj = p1jv1 + · · ·+ pnjvn, (j = 1, 2, . . . , n)

で与えられる．また A = (aij), B = (bij) とすると,

T (vi) = a1iv1 + · · ·+ amivm, (i = 1, 2, . . . , n),

T (wj) = b1jw1 + · · ·+ bmjwm, (j = 1, 2, . . . , n)
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より,

(T (v1), . . . , T (vn)) = (v1, . . . ,vn)A,

(T (w1), . . . , T (wn)) = (w1, . . . ,wn)B

となる．このとき,

(T (w1), . . . , T (wn)) = (T (v1), . . . , T (vn))P

= ((v1, . . . ,vn)A)P

= (v1, . . . ,vn)AP

= ((w1, . . . ,wn)P
−1)(AP )

= (w1, . . . ,wn)(P
−1AP )

となるから,

P−1AP = B

が成り立つ． ■
ふたつの n 次の正方行列 A,B に対して, P−1AP = B を満たす n 次の正則行列 P が存在すると

き, A と B は 相似 (similar)であるといい, A ∼ B と表します．

線形変換 T : Rn −→ Rn の性質は行列表現と密接な関係をもっていますが, 基底のとり方によっ

ては B = P−1AP のほうが Aよりも分りやすい行列になることがあります．こんなときには T の

性質は AよりもB で調べた方がよいでしょう．そこで残りの章は, 行列 A に対して, 正則行列 P を

うまく選んで, P−1AP を簡単な行列 (対角行列, 三角行列など)に直す方法について学びます．この

簡単な形を行列の 標準形 (canonical form) とよんでいます．

♠固有値と固有ベクトル ♠
ここまで私たちは実数だけをスカラーとして用いてきましたが, そろそろ限界のようです．そこで

これからは, 断りがない限り複素数もスカラーとして用いることにします．複素数全体は C で表し,

n個の複素数の組を Cn = {(c1, c2, . . . , cn), ci ∈ C} で表します．
n 次の正方行列を A とし, λ ∈ C に対して,

Ax = λx (x ∈ Cn,x ̸= 0)

が成り立つとき, λ を A の 固有値 ( eigenvalue) といい, x を固有値 λ に対する固有ベクトル

(eigenvector) といいます．では固有値と固有ベクトルは何なのか調べてみましょう．まず, 幾何学

的に考えてみます．たとえば平面上で直線 y = x + 2 を直線 Y = X に移す線形変換を考えてみま

す．これは y軸方向での平行移動なので

(
0

y

)
の形をしたベクトルは線形変換の後でも λ

(
0

y

)
の形をしています．このように線形変換後にそれ自身のスカラー倍となって現れるベクトル, これが

固有ベクトルです．またこのときのスカラー λ が固有値です．それでは固有値と固有ベクトルはど

うやって求めるのでしょうか．

Ax = λx をかき直すと,

(A− λI)x = 0
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となり, これは同次の連立 1次方程式と考えられます．ここで固有ベクトル x が存在するための必要

十分条件は, 連立 1次方程式が 0でない解をもつことなので, 定理 2.5より

|A− λI| = 0

となります．よって, 固有値 λ は t を未知数とする方程式

|A− tI| = 0

の解として求まります．逆に, この方程式の解 λ は A の固有値であることが分ります．そこで t の

n 次式

ΦA(t) = det(A− tI) = tn + c1t
n−1 + · · ·+ cn

を行列 A の 固有多項式 (characteristic polynomial) といい, t の n 次方程式

ΦA(t) = det(A− tI) = 0

を行列 A の 固有方程式 (characteristic equation) といいます．これより固有値を求めるには固

有方程式の解を求めればよいことが分ります．

例題 3.6

A =

 3 0 0

0 2 −5
0 1 −2

 の固有値を求めよう．
解 ΦA(t) =

∣∣∣∣∣∣∣
3− t 0 0

0 2− t −5
0 1 −2− t

∣∣∣∣∣∣∣ = (3− t)(t2 + 1) = 0．よって A の固有値は λ = 3,±i. ■

この例題からもわかるように, 行列の成分がすべて実数でも固有値に複素数が表れることがあり

ます．

例題 3.7

A =

 0 1 1

1 0 1

1 1 0

 の固有値と固有ベクトルを求めよう．
解 ΦA(t) =

∣∣∣∣∣∣∣
−t 1 1

1 −t 1

1 1 −t

∣∣∣∣∣∣∣ = −(t+ 1)2(t− 2). よって, A の固有値は λ = 2,−1 である．次に A

の固有ベクトルを求める．

λ = 2 に対する固有ベクトルは (A− 2I)x = 0 を満たす 0でない x なので, この連立方程式を解
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くと

A− 2I =

 −2 1 1

1 −2 1

1 1 −2

 R1↔R3−→

 1 1 −2
1 −2 1

−2 1 1


−R1+R2

2R1+R3

−→

 1 1 −2
0 −3 3

0 3 −3


−R2

3

R2+R3

−→

 1 1 −2
0 1 −1
0 0 0

 .

これより自由度 1となるので x3 = α とおくと,

x =

 x1

x2

x3

 =

 −x2 + 2x3

x3

x3

 =

 α

α

α

 = α

 1

1

1

 (α ̸= 0).

次に λ = −1 に対する固有ベクトルは (A− 3I)x = 0 を満たす 0でない x なので, 連立方程式を解

くと

A+ I =

 1 1 1

1 1 1

1 1 1


−R1+R2

−R1+R3

−→

 1 1 1

0 0 0

0 0 0


となる．これより自由度 2となるので x2 = β ̸= 0, x3 = γ ̸= 0 とおくと,

x =

 −x2 − x3

x2

x3

 =

 −β − γ

β

γ

 = β

 −11
0

+ γ

 −10
1

 . ■

♠ケイリー・ハミルトンの定理 ♠
ΦA(t) = tn + c1t

n−1 + · · ·+ cn のとき,

ΦA(A) = An + c1A
n−1 + · · ·+ cnI

と定義すると次の定理を得ます．この定理は ケイリー・ハミルトンの定理

(Cayley-Hamilton theorem) とよばれています．

定理 3.5

[ケイリー・ハミルトンの定理]任意の正方行列 Aはその固有方程式ΦA(t)を満たす．つまり ΦA(A) = 0

である．

解 A を n 次の正方行列, ΦA(t) = det(A− tI) = tn + c1t
n−1 + · · ·+ cn とする．B(t) を A− tI の

余因子行列とすると, B(t) の成分は A− tI の余因子で, その多項式の次数は最高でも n− 1 である．

よって

B(t) = B1t
n−1 +B2t

n−2 + · · ·+Bn
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と表せる．ただし, Bi (i = 1, 2, . . . , n) は n 次の正方行列．また余因子行列の性質より

(A− tI)B(t) = ΦA(t)I

または

(A− tI)(B1t
n−1 +B2t

n−2 + · · ·+Bn) = (tn + c1t
n−1 + · · ·+ cn)I.

これより
−B1 = I,

−B2 +AB1 = c1I,
...

...

ABn = cnI

を得る．両辺に上から順に An, An−1, . . . , I をかけて加えると

0 = An + c1A
n−1 + · · ·+ cnI = ΦA(A). ■

♠固有空間 ♠
私たちの主題は正方行列 A を正則行列 P によって簡単な行列に変換すること, つまり A に相似

な簡単な行列 B = P−1AP を見つけることでした．そのための準備として次のようなベクトル空間

を考えます．

n 次の正方行列 A の固有値 λ に対する固有ベクトル全体と 0ベクトルからなる集合

V (λ) = {x : (A− λI)x = 0}

を, λ に対する固有空間 (eigenspace) といいます．これは x を未知ベクトルとする方程式

(A− λI)x = 0

の解ベクトルからつくられる解空間と同じです．よって定理 2.3より

dimV (λ) = n− rank(A− λI)

となります．

演習問題 3-4

1. R2 の基底 {v1 =

(
1

−1

)
,v2 =

(
1

1

)
} から一般の基底 {w1 =

(
3

1

)
,w2 =

(
−1
2

)
} へ

の変換行列 P を求めよ．

2. Rn の基底 {vi} から {wi} への変換行列 P は n 次の正則行列であることを示せ．

3. 次の行列の固有値と固有空間を求めよ．

(a)

(
3 −1
1 1

)
(b)

 2 1 0

0 1 −1
0 2 4

 (c)

 1 4 −4
−1 −3 2

0 2 −1


4. A2 = A を満たす n 次の正方行列 A の固有値を求めよ．
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5. 行列 A の固有値を λ1, λ2, . . . , λn とすると, Am の固有値は λm
1 , λm

2 , .., λm
n であることを証明

せよ．

6. A =

(
3 1

−1 1

)
とするとき, ケイリー・ハミルトンの定理をもちいて A4, A−1 を求めよ．

7. X を 2次の行列とするとき, X2 − 3X + 2I = 0 を満たすX をすべて求めよ．
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matrix)

4.1 行列の対角化 (diagonalization of matrix)

A に相似な行列 P−1AP の固有値はどうなっているのでしょう．

定理 4.1

相似な行列の固有多項式は同じであり, したがって固有値も同じである．

証明

ΦP−1AP (t) = |P−1AP − tI| = |P−1(A− tI)P |

= |P−1| · |A− tI| · |P | = |A− tI| = ΦA(t). ■

第 2章で対角行列について学びました．対角行列は対角成分以外の成分がすべて 0 の行列で, 対角

行列どうしの和も積も対角行列となり, 非常に扱いやすい行列です．また明らかに対角行列の固有値

は対角成分そのものなので, 簡単に固有値を求めることができます．

もちろん私たちが扱う行列のほとんどは対角行列ではありません．しかし, P−1AP が対角行列に

なることがあります．このような P が存在するとき, A は 対角化可能 (diagonalizable)であると

いいます．そこで正方行列はどんなとき対角化が可能なのか調べてみました．

定理 4.2

n 次の正方行列 A について, 次の条件は同値である．

(1) A は対角化可能である．

(2) A は n個の 1次独立な固有ベクトルをもつ．

(3) A の相異なるすべての固有値を λ1, λ2, . . . , λp とし, 対応する固有空間を V (λ1),

V (λ2), . . . , V (λp) とすると,

n = dimV (λ1) + dimV (λ1) + · · ·+ dimV (λp)

である．

証明 (1)⇒ (2)

P−1AP が対角行列となるように適当な正則行列 P を選ぶと

P−1AP =


λ1 0 0 0

0 λ2 0 0
...

...
. . .

...

0 0 0 λn





74 第 4章 行列の対角化 (Diagonalization of matrix)

となる．このとき, P = (p1,p2, . . . ,pn) を左からかけると,

P (P−1AP ) = A(p1,p2, . . . ,pn) = (p1,p2, . . . ,pn)


λ1 0 0 0

0 λ2 0 0
...

...
. . .

...

0 0 0 λn


となり,

(Ap1, Ap2, . . . , Apn) = (λ1p1, λ2p2, . . . , λnpn)

が得られる．両辺の各列ベクトルを比較することにより, λ1, λ2, . . . , λnはAの固有値であり, p1,p2, . . . ,pn

はそれぞれ対応する固有ベクトルであることがわかる．また, P は正則であるから, 定理 2.5 より

p1,p2, . . . ,pn は 1次独立である．

(2)⇒ (3)

まず, V (λ1) + V (λ2) + · · ·+ V (λp) が直和であることを示す．そのためには

V (λi) ∩ {V (λ1) + V (λ2) + · · ·+ V (λi−1)} = {0} (i = 2, 3, . . . , p)

であることを示せばよい (演習問題 4.1) ．そこで, λj の固有ベクトルを

xj (j = 1, 2, . . . , i)

とおくと

xi ∈ V (λi) ∩ {V (λ1) + V (λ2) + · · ·+ V (λi−1)}

より

xi = x1 + x2 + · · ·+ xi−1, xj ∈ V (λj) (j = 1, 2, . . . , i)

となる． 次に任意のスカラー λ, µ に対して, (A− λI) · (A− µI) = (A− µI) · (A− λI) が成り立ち,

また (A− λI)xj = Axj − λxj = (λj − λ)xj であるから,

(A− λ1I)(A− λ2I) · · · (A− λi−1I)xi

= (λi − λ1)(λi − λ2) · · · (λi − λi−1)xi = 0+ 0+ · · ·+ 0 = 0

となり, xi = 0 が得られる．したがって,

V (λi) ∩ {V (λ1) + · · ·+ V (λi−1)} = {0}

である．

(3)⇒ (1)

{p1,p2, . . . ,pq}, {pq+1,pq+2, . . . ,pr}, . . . , {ps+1,ps+2, . . . ,pn} をそれぞれ

V (λ1), V (λ2), . . . , V (λp)

内の 1次独立なベクトルの組とするとき,

n = dimV (λ1) + dimV (λ2) + · · ·+ dimV (λp),
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V (λi) ∩ V (λj) = {0} (i ̸= j).

よって

{p1,p2, . . . ,pq,pq+1,pq+2, . . . ,pr, . . . ,ps+1,ps+2, . . . ,pn}

は 1次独立なベクトルの組である．そこで P = (p1,p2, . . . ,pn) とすると,

AP = (Ap1, Ap2, . . . , Apn) = (λp1, λp2, . . . , λpn)

= (p1,p2, . . . ,pn)



λ1

...

λ2

... 0

. . .
...

. . . . . . . .

0
... λn


= P


λ1 0

. . .

0 λn

 .

よって P−1AP は対角行列になる． ■
この証明より A が対角化可能なら A の対角成分は A の固有値で構成され, その数は固有空間の

次元に一致することがかわります．

例題 4.1

次の行列を対角化しよう．

A =

 0 1 1

1 0 1

1 1 0


解 例題 3.2より, A の固有値は λ = 2,−1 であり, 固有空間は

V (2) = {α

 1

1

1

}, V (−1) = {β

 −11
0

+ γ

 −10
1

}.
よって固有ベクトルを列ベクトルにもつ行列を P とすると,

P =

 1 −1 −1
1 1 0

1 0 1

となり, P−1AP =

 2 0 0

0 −1 0

0 0 −1


を得る． ■
正方行列が対角化可能であるための必要十分条件は, それぞれの固有値に対する固有空間の次元と

固有値の重複度が一致することでした．では一致しない場合はどんなことがいえるのでしょうか．

♠行列の三角化 ♠
正方行列 A に対して, 適当な正則行列 P を選んで P−1AP が上三角行列となるとき, A は P に

よって三角化 (triangular)されるといいます．

n次の正方行列 A = (aij)について, A∗ = (āij)
t = (āji)を Aの共役転置 (conjugate transpose)

といいます．また A = A∗ である行列を エルミート行列 (Hermitian matrix) といいます．なお,

A が実行列のとき A∗ は転置行列 At になり, エルミート行列と対称行列は同じものになります．
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例題 4.2

A =

(
2 1 + 2i

1− 2i 1

)
のとき, A∗ を求めよう．

解 A∗ =

(
2 1 + 2i

1− 2i 1

)
．よって A はエルミート行列である． ■

U∗U = UU∗ = I となる n 次の複素正方行列 U を ユニタリ行列 (unitary matrix) といいます．

また, AtA = AAt = I となる n 次の実正方行列 A を 直交行列 (orthogonal matrix) といいま

す．これよりただちに U がユニタリ行列のとき U∗ = U−1, A が直交行列のとき At = A−1 が得ら

れます．

定理 4.3

n 次の正方行列 A の固有値を λ1, λ2, . . . , λn とすると, A は適当なユニタリ行列 U により上三角

行列

U−1AU = U∗AU =



λ1

λ2 ∗
. . .

0

λn


に変換される．

証明 行列 A の次数 n について帰納法を用いる．n = 1 のときは A = (a11)自身上三角行列である．

n− 1 次の正方行列について定理が成り立つと仮定し, n 次の正方行列 A に対しても定理が成り立つ

ことを示す．

A のひとつの固有値を λ1, それに対する固有単位ベクトルを u1 とし, u1, u2, . . ., un を Cn の正

規直交基底になるように選ぶ．すると演習問題 4.1より

U1 = (u1,u2, . . . ,un)

はユニタリ行列であり,

U−1
1 AU1 = U−1

1 (λ1u1, Au2, . . . , Aun)

= (λ1e1, U
−1Au2, . . . , U

−1Aun)

=


λ1

... ∗
· · · · · · · · ·

0
... B


となる．ここで B は n− 1 次の正方行列である．定理 4.1より A と U−1AU は同じ固有値をもつ

から, B の固有値は A の λ1以外の n− 1個の固有値 λ2, λ3, . . . , λn である．仮定より n− 1 次の正
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方行列 B に対して n− 1 次のユニタリ行列 U2 が存在し, U−1
2 BU2 が上三角行列

U−1
2 BU2 =



λ2

λ3 ∗
. . .

0

λn


になる．このとき U = U1

(
1 0

0 U2

)
とおくと, U はユニタリ行列であり,

U−1AU =

(
1 0

0 U2

)−1

U−1
1 AU1

(
1 0

0 U2

)

=

(
1 0

0 U−1
2

)(
λ1 ∗
0 B

)(
1 0

0 U2

)

=

(
λ1 ∗
0 U−1

2 BU2

)

=



λ1

λ2 ∗
. . .

0

λn


.

よって U−1AU は定理に述べた形の上三角行列である． ■

例題 4.3

A =

(
3 1

−1 1

)
の対角化は可能か．もし不可能なら三角化を行なおう．

解 ΦA(t) =

∣∣∣∣∣ 3− λ 1

−1 1− λ

∣∣∣∣∣ = (λ− 2)2 より, 固有値は 2 である．また

A− 2I =

(
1 1

−1 −1

)
−→

(
1 1

0 0

)

より, 固有ベクトルは

x = α

(
1

−1

)
.

よって, 固有空間は {α

(
1

−1

)
} となり, dimV (2) = 1 < 2．したがって, 定理 4.1より対角化は不

可能である．そこで三角化するために固有ベクトル

(
1

−1

)
より固有単位ベクトル 1√

2

(
1

−1

)
を
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得, これよりGram-Schmidtの直交化を用いて正規直交基底を作ると { 1√
2

(
1

−1

)
, 1√

2

(
1

1

)
} と

なる．そこで U = 1√
2

(
1 1

−1 1

)
とおくと, U は直交行列となり

U−1AU = U tAU =

(
2 2

0 2

)

となる． ■
n 次の実正方行列 A が重複度をこめて n個の実数の固有値をもつならば, いま行なった証明はそ

のまま実数の範囲で繰り返すことができます．この場合, U として直交行列を用いることができ次の

定理を得ます．

定理 4.4

n 次の正方行列 A が n個の実数の固有値をもつならば, A は適当な直交行列 P により上三角行列

に変換される．

演習問題 4-2

1. 次の行列は対角化可能か．可能ならば適当な正則行列 P を求めて対角化せよ．もし不可能なら

ば三角化を行なえ．

(a)

(
1 2

0 −1

)
(b)

 2 1 1

1 2 1

0 0 1

 (c)

 1 1 6

−1 3 6

1 −1 −1


2. U,W がベクトル空間 V の部分空間であるとき, U + W が直和であるための必要十分条件は

U ∩W = {0} であることを証明せよ．

3. U,W が有限次元のとき,

dim(U ⊕W ) = dimU + dimW

が成り立つことを証明せよ．

4. 3次元ベクトル空間R3 において

U = {(x1, x2, x3) : x1 + x2 + x3 = 0},W = {(x1, x2, x3) : x1 = x2 = x3}

とすると, R3 = U ⊕W であることを証明せよ．

5. 直交行列の固有値 λ の絶対値はつねに 1 であることを証明せよ．

6. 正方行列 U の列ベクトルが正規直交基底をなすとき, U はユニタリ行列であることを証明せよ．

4.2 正規行列 (normal matrices)

4.1節で正方行列の対角化について考えました．ここではユニタリ行列によって対角化可能な正方

行列について考えます．
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まず n 次の正方行列 A がユニタリ行列 U によって対角行列 U∗AU = D に変換されたとします．

ここで D は対角行列なのであきらかに D∗D = DD∗ が成り立ちます．また A = UDU∗ より

A∗A = (UD∗U∗)(UDU∗) = UDD∗U∗,

AA∗ = (UDU∗)(UD∗U∗) = UDD∗U∗.

よって A∗A = AA∗ となります．つまり, ユニタリ行列によって対角行列に変換される正方行列 A

は AA∗ = A∗A を満たすということです．そこでこのような行列を 正規行列 (normal matrix) と

よびます．

逆に, A が正規行列であるとすると, 定理 4.1より適当なユニタリ行列 U を用いて

U−1AU = U∗AU =


λ1 b12 · · · b1n

0 λ2 · · · b2n
...

...
. . .

...

0 0 · · · λn


とできます．この上三角行列を S とすると,

S∗ = U∗A∗U =


λ̄1 0 · · · 0
¯b12 λ̄2 · · · 0
...

...
. . .

...
¯b1n ¯b2n · · · λ̄n


となります．また AA∗ = A∗Aより

S∗S = (U∗A∗U)(U∗AU) = U∗A∗AU = U∗AA∗U = (U∗AU)(U∗A∗U) = SS∗.

これを行列を用いて表すと

S∗S =


λ̄1 0 · · · 0
¯b12 λ̄2 · · · 0
...

...
. . .

...
¯b1n ¯b2n · · · λ̄n




λ1 b12 · · · b1n

0 λ2 · · · b2n
...

...
. . .

...

0 0 · · · λn



=


λ1 b12 · · · b1n

0 λ2 · · · b2n
...

...
. . .

...

0 0 · · · λn




λ̄1 0 · · · 0
¯b12 λ̄2 · · · 0
...

...
. . .

...
¯b1n ¯b2n · · · λ̄n

 = SS∗

となります．ここで両辺の対角成分を比較してみましょう．(1, 1)成分を比較すると

λ1λ̄1 + b12 ¯b12 + · · ·+ b1n ¯b1n = λ̄1λ1

となり, これより

b12 = b13 = · · · = b1n = 0
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を得ます．次に (2, 2)成分を比較し, b12 = 0 を用いると,

λ2λ̄2 + b23 ¯b23 + · · ·+ b2n ¯b2n = λ̄2λ2

となり, これより

b23 = b24 = · · · = b2n = 0

を得ます．以下同様にして, bij = 0 (i < j) が示せます．したがって U−1AU は対角行列となります．

まとめると次の定理を得ます．

定理 4.5

n 次の正方行列 A について, 次の条件は同値である．

(1) A はユニタリ行列により対角化可能である．

(2) A は正規行列である．

これで正規行列はユニタリ行列により対角化可能であることがわかりました．正規行列とはそれ自

身の共役転置行列との積が可換な行列のことなので, エルミート行列, ユニタリ行列も正規行列です．

実ベクトル空間上での内積は 1章で定義しましたが, 同様なことが複素ベクトル空間上でも行なえ

ます．

定義 4.1

複素ベクトル空間 V の任意のベクトル v1,v2 に対して, 実数 (v1,v2) が定まり, 次の性質をもつと

き, (v1,v2) を v1 と v2 の 内積 (inner product) という．

ある複素ベクトル空間のすべてのベクトル v,v1,v2,v3 とすべての複素数 α, β に対して,

1. (αv1 + βv2,v3) = α(v1,v3) + β(v2,v3)

2. (v1,v2) = (v2,v1)

3. (v,v) ≥ 0, (v,v) = 0 と v = 0 は同値．

例題 4.4

エルミート行列は正規行列であることを示し, 固有値を求めよう．

解 A をエルミート行列とすると, A = A∗ より AA∗ = A∗A．よって A は正規行列である．次に, λ

を A の固有値とし, a を λ に対する A の固有ベクトルとすると定義 4.2より

λ(a,a) = (λa,a) = (Aa,a) = (a,A∗a)

= (a, Aa) = (a, λa) = λ̄(a,a)

となり, λ = λ̄ が得られる．よって, λ は実数． ■
この例題からかわるように, A がエルミート行列のとき, ユニタリ行列 U で対角化された行列

U−1AU の対角成分は実数です．とくに A が実正方行列のとき, 次の定理が成り立ちます．

定理 4.6
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n 次の実正方行列 A について, 次の条件は同値である．

(1) A は直交行列で対角化可能である．

(2) A は実対称行列である．

♠2次形式 ♠
任意の n 次の実正方行列 A, ベクトル x,y ∈ Rn が与えられたとき,

A(x,y) = xtAy = (x1, x2, . . . , xn)


a11 · · · a1n

...
...

an1 · · · ann




y1

y2
...

yn


=

n∑
i,j=1

aijxiyj = a11x1y1 + a12x1y2 + · · ·+ annxnyn

を行列 A に関する双 1次形式 (bilinear form) といいます．

また, A が n 次の実対称行列, x = y のとき,

A(x,x) = xtAx = (x1, x2, . . . , xn)


a11 · · · a1n

...
...

an1 · · · ann




x1

x2

...

xn


= a11x

2
1 + a22x

2
2 + · · ·+ annx

2
n + 2

∑
i<j

aijxixj

を行列 A に関する 2次形式 (quadratic form) といいます．

例題 4.5

x2
1 + x2

2 − 2x1x2 + 4x1x3 − 4x2x3 を行列を用いて表そう．

解 a11 = a22 = a12 = a21 = 1, a13 = a31 = 2, a23 = a32 = −2, a33 = 0 であるから

(x1, x2, x3)

 1 1 2

1 1 −2
2 −2 0


 x1

x2

x3


と表せる． ■
つぎに変数の変換を考えてみましょう．A が実対称行列ならば定理 4.2より A は直交行列で対角

化可能です．そこで直交行列 P を P−1AP が対角行列になるように選び, x = Py とおくと

xtAx = yt(P tAP )y = (y1, . . . , yn)


λ1 · · · 0

. . .

0 · · · λn




y1
...

yn


= λ1y

2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n

となります．これより次の定理を得ます．



82 第 4章 行列の対角化 (Diagonalization of matrix)

定理 4.7

実 2次形式 xtAx は適当な直交変換 x = Py により標準形

xtAx = yt(P tAP )y = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n

にできる．ただし, λi (i = 1, 2, . . . , n) は A の固有値．

また, これより次のことが分かります．

(1) A の固有値がすべて正であるならば, すべての x ̸= 0 に対して, xtAx > 0 である．このような 2

次形式を 正値 2次形式 (positive definite) といいます．

(2) A の固有値がすべて負であるならば, すべての x ̸= 0 に対して, xtAx < 0 である．このような 2

次形式を 負値 2次形式 (negative definite) といいます．

例題 4.6

実 2次形式 A(x,x) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + 4x1x2 + 4x2x3 + 4x3x1 を行列を用いて表し, 正値 2次形式か

調べよう．また標準形を求めよう．

解 この 2次形式の行列は

A =

 1 2 2

2 1 2

2 2 1


である．ΦA(t) = det(A − tI) = −(t + 1)2(t − 5)より, A の固有値は −1(重複度 2),5 であるから,

この 2次形式は正値ではない．また A は実対称行列なので直交行列 P によって対角化されるから,

x = Py とおくと標準形

xtAx = −y21 − y22 + 5y23

を得る． ■

例題 4.7

実 2次形式 A(x,x) = x2
1 + 5x2

2 + 8x2
3 + 4x1x2 − 8x2x3 − 6x3x1 を行列を用いて表し, 標準形を求め

よう．

解 この 2次形式の行列は

A =

 1 2 −3
2 5 −4
−3 −4 8


である．ΦA(t) = det(A− tI) = −t3 +14t2 − 24t− 5より, A の固有値は簡単に求められない．そこ

で次のような固有値を求めず標準形を求める方法を考える．

もともと正則行列は基本行列の積なので, 実際に対角化を行なう方法として基本変形を使う方法が

あった．

A =

 1 2 −3
2 5 −4
−3 −4 8


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よりAは対称行列．そこでまず, R2 と R3 に −2R1+R2, 3R1+R3 を行ない, 次に R3 に −2R2+R3

を行なうと

[A : I] =

 1 2 −3 1 0 0

2 5 −4 0 1 0

−3 −4 8 0 0 1

 −→
 1 2 −3 1 0 0

0 1 2 −2 1 0

0 2 −1 3 0 1



−→

 1 2 −3 1 0 0

0 1 2 −2 1 0

0 0 −5 7 −2 1

 = B.

次に, 行 R2, R3 に行なった基本操作と同じものを列 C2, C3 に行なうと

B =

 1 0 0 1 0 0

0 1 2 −2 1 0

0 0 −5 7 −2 1



−→

 1 0 0 1 0 0

0 1 0 −2 1 0

0 0 −5 7 −2 1

 .

ここで A は対角行列に変形された．そこで, P t =

 1 0 0

−2 1 0

7 −2 1

 とおくと,

P tAP =

 1 0 0

0 1 0

0 0 −5


となり

xtAx = yt(P tAP )y = yt

 1 0 0

0 1 0

0 0 −5

y

= y21 + y22 − 5y23 . ■

A が複素正方行列のときも同じようなことができます．

任意の n 次の複素正方行列 A, ベクトル x,y ∈ Cn が与えられたとき,

A(x,y) = x∗Ay = (x̄1, x̄2, . . . , x̄n)


a11 · · · a1n

...
...

an1 · · · ann




y1

y2
...

yn


=

n∑
i,j=1

aij x̄iyj

= a11x̄1y1 + a12x̄1y2 + · · ·+ annx̄nyn
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を行列 A に関するエルミート形式 (Hermitian form) といいます．

また, A が n 次のエルミート行列で x = y のとき,

A(x,x) = x∗Ax = (x̄1, x̄2, . . . , x̄n)


a11 · · · a1n

...
...

an1 · · · ann




x1

x2

...

xn


= a11x̄1x1 + a22x̄2x2 + · · ·+ annx̄nxn + 2

∑
i<j

aij x̄ixj

を行列 A に関する複素 2次形式 (complex quadratic form) といいます．この場合A はエルミー

ト行列, つまり正規行列なので定理 4.2より A はユニタリ行列で対角化可能です．そこでユニタリ行

列 U を U−1AU が対角行列になるように選び, x = Uy とおくと

x∗Ax = y∗(U∗AU)y = (ȳ1, . . . , ȳn)


λ1 · · · 0

. . .

0 · · · λn




y1
...

yn


= λ1ȳ1y1 + λ2ȳ2y2 + · · ·+ λnȳnyn

となります．これより次の定理を得ます．

定理 4.8

複素 2次形式 x∗Ax は変数の適当なユニタリ行列による変換 x = Uy により標準形

x∗Ax = y∗(U∗AU)y = λ1ȳ1y1 + λ2ȳ2y2 + · · ·+ λnȳnyn

にできる．ただし, λi (i = 1, 2, . . . , n) は A の固有値．

演習問題 4-4

1. 次の行列をユニタリ行列により対角行列に変換せよ．(
1 1− i

1 + i 2

)
2. 次の行列を直交行列により対角行列に変換せよ． 1 0 −1

0 −1 0

−1 0 1


3. A =

(
0 a1

a2 0

)
がユニタリ行列により対角行列に変換される条件を求めよ．

4. 次の 2次形式を直交行列による変換により標準化せよ．

x2
1 + 2x2

2 − 3x2
3 + 2x1x2

5. 次のエルミート行列をユニタリ行列による変換により標準化せよ．

x1x̄1 + (1− i)x1x̄2 + (1 + i)x2x̄1 + 2x2x̄2
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5.1 ベキ零行列の標準形 (nilpotent matrix)

♠広義固有空間 ♠
Aを n次正方行列とし, W を Cn の部分空間とします．W に属する任意のベクトル xに対して

Ax ∈W となるとき, 部分空間W はA - 不変 (A - invariant)であるといいます．

行列 Aの固有多項式を固有値の重複度でまとめて

ΦA(t) = (t− λ1)
n1(t− λ2)

n2 · · · (t− λr)
nr (5.1)

λi ̸= λj (i ̸= j), n = n1 + n2 + · · ·+ nr

と表します．ここで, 固有値 λi(1 ≤ i ≤ r)に対して

W (λi) = {x ∈ Cn : (A− λiI)
jx = 0}

とおくと包含関係

V (λi) = W1(λi) ⊂W2(λi) ⊂W3(λi) ⊂ · · ·

が成り立つ．次元を考えれば, これは無限には続かず

W1(λi) ⊂W2(λi) ⊂ · · · ⊂Wl(λi) = Wl+1(λi) = · · ·

となります．このとき W (λi) = Wl(λi)です．

定理 5.1

Aを n次の正方行列, その固有多項式を (5.1)とする．このとき広義固有空間W (λi) (1 ≤ i ≤ r)に

対して, 次が成り立つ
(1) W (λi)

∩
W (λj) = 0 (i ̸= j)

(2) 相異なる固有値に対する広義固有ベクトルは 1次独立

(3) dimW (λi) = ni

証明 (1) i ̸= j のとき, W (λi)
∩
W (λj) ∋ x ̸= 0となるベクトル xが存在したとする．このとき

(A− λiI)
k1x ̸= 0 かつ (A− λi)

k1+1x = 0

を満たす 0以上の整数 k1 がある．y = (A− λiI)
k1xとおくと

(A− λiI)y = 0, W (λi)
∩

W (λj) ∋ y ̸= 0
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となる．y ∈ W (λj)より, (A − λjI)
k2y = 0となる整数 k2 がある．しかし, Ay = λiyより (A −

λjI)
k2y = (λjI − λiI)

k2y = 0となるが, i ̸= j のとき λi ̸= λj としたので, これは矛盾である．

(2) λ1, λ2, . . . , λs を Aの相異なる固有値とする．W (λi) ∋ xi ̸= 0 (1 ≤ i ≤ s)に対して

c1x1 + c2x2 + · · ·+ csxs = 0 ならば c1 = c2 = · · · = cs = 0

が成り立つことを帰納法を用いて示す．s = 1の場合は明らかなので

c1x1 + c2x2 + · · ·+ cs−1xs−1 = 0 のとき c1 = c2 = · · · = cs−1 = 0

が成り立つと仮定する．条件より

c1x1 + c2x2 + · · ·+ csxs = 0 ∗ ∗

が成り立つので, (A− λsI)
kxs = 0となる整数 kをとり, 上の式 (**)の両辺に左からかけると

c1(A− λsI)
k x1 + · · ·+ cs−1(A− λsI)

kxs−1 + cs(A− λsI)
kxs

= c1(A− λsI)
kx1 + · · ·+ cs−1(A− λsI)

kxs−1 = 0

W (λi)は (A − λsI) - 不変より, (A − λsI)
kxi ∈ W (λi)となる．また, (1)より i ̸= sのとき xi ̸∈

W (λs)．したがって, (A − λsI)
kxi ̸= 0 (1 ≤ i ≤ s − 1)となる．これより帰納法の仮定が使えて,

ci = 0 (1 ≤ i ≤ s− 1)を得る．よって, csxs = 0となり, cs = 0を得る．

(3) (2)で示した 1次独立性より

dimW (λ1) + · · ·+ dimW (λr) ≤ n

が成り立つ．また, n = n1 + n2 + · · ·+ nr なので, (3)を示すには ni ≤ dimW (λi) (1 ≤ i ≤ r)をい

えばよい．

行列 Aは, 定理 4.1より, ユニタリ行列 U を用いて次の形に三角化できる．

U−1AU =



λ1

. . .

λ1 ∗
λ2

. . .

λ2

0
. . .

λr

. . .

λr


いま,

Vi =

x =


x1

x2

...

xn

 ∈ Cn : xi = 0 (n1 + 1 ≤ i ≤ n)


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とおくと, V1 は Cn の n1 次元部分空間になる．また, B = U−1AU の形より V1 の任意のベクトル x

に対して

(B − λ1I)
n1x = U−1(A− λ1I)

n1Ux = 0

が成り立つ．ここで, U は正則なので

(A− λ1I)
n1Ux− 0

となる．したがって, V2 = {Ux : x ∈ V1}とおくと, V2はW (λ1)に含まれるn1次元の部分空間になり,

不等式 n1 ≤ dimW (λ1)を得る．固有値の順番を入れ替えて考えれば, ni ≤ dimW (λi) (1 ≤ i ≤ r)

が成り立つ． ■

定理 5.2

Aを n次の正方行列, その固有多項式を (*)とする．このとき Aは適当な正則行列 P により

P−1AP =


A1

A2

. . .

Ar


の形に表される．ここでAi(1 ≤ i ≤ r)は ni次正方行列であり, その固有多項式はΦA(t) = (t−λi)

ni

である．

証明 W (λi)から基底 pi
1, . . . ,p

i
ni
をとる．W (λi)は A - 不変なので,

Api
j = ai1j |bfp

i
1 + · · ·+ ainijp

i
ni

(1 ≤ j ≤ ni)

と表せる．ここで Ai = (aijk)とおくと, Ai は ni 次正方行列である．定理 5.1より

{p1
1, . . . ,p

1
n1
,p2

1, . . . ,p
2
n2
, . . . ,pr

1, . . . ,p
r
nr
}

は Cn の基底となる．したがって,

P = (p1
1 · · ·p1

n1
p2
1 · · ·p2

n2
· · ·pr

1 · · ·pr
nr
)

とおくと, P は正則行列となり

AP = P


A1

A2 0

. . .

0 Ar


を満たす．この式の両辺に P−1 を左からかければ求める式を得る．

この関係式を用いると

ΦA(t) = ΦP−1AP (t) = (t− λ1)
n1(t− λ2)

n2 · · · (t− λr)
nr

= ΦA1
(t)ΦA2

(t) · · ·ΦAr
(t)
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となる．したがって, Ai の固有値が λi だけであることを示せば

ΦAi
(t) = (t− λi)

ni

が示される．Ai が λi(j ̸= i)を固有値として持ち, λi に対する固有ベクトル

x =


x1

x2

...

xni

 =


0

0
...

0


が取れたとする．すなわち, Aix = λjxとする．このとき

x̄ =



0
...

0

x

0
...

0



 n1 + · · ·+ ni−1

}
ni ni+1 + · · ·+ nr

とおくと, x̄ ̸= 0で P−1AP x̄ = λj x̄を満たす．したがって,

0 ̸= P x̄ = x1p
i
1 + · · ·+ xnip

i
ni
∈W (λi)

は AP x̄ = λjP x̄, つまり, (A− λjI)P x̄ = 0を満たす．しかし, これは P x̄ ∈ W (λj)を意味し, 定理

5.1に矛盾する． ■

5.2 Jordan標準形 (Jordan canonical forms)

♠Jordanブロック ♠
次の形をした k次正方行列を, 複素数 αに対する k次の Jordanブロック (Jordan block)また

は Jordan細胞いう．

J(α, k) =



α 1 0

α 1

. . .
. . .

α 1

0 α


例題 5.1

次の Jordanブロックを表そう．J(5, 1), J(6, 2), J(5, 3)
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解

j(5, 1) = (5), J(6, 2) =

(
6 1

0 6

)
, J(5, 3) =

 5 1 0

0 5 1

0 0 5


いくつかの Jordanブロックを対角線に沿って並べて得られる行列

J =


J(α1, k1)

J(α2, k2)

. . .

0 J(αi, ki)


を Jordan行列 (Jordan form)といいます．

♠ベキ零行列の標準形 ♠
任意の n次正方行列 A は適当な正則行列 P をとり P−1AP を Jordan行列にできるでしょうか．

まず, Aがベキ零行列の場合を考えてみましょう．

行列 N をベキ零行列とすると, ベキ零行列の定義より Nk−1 ̸= 0, Nk = 0となる整数 kが存在し

ます．ここで

Wj = Wj(0) = {x ∈ Cn : N jx = 0}

とおき, 部分空間の列

V (0) = W1 ⊂W2 ⊂ · · · ⊂Wk = Cn

を考えます．ここで

gi = dimWi (1 ≤ i ≤ k)

hk = gk − gk−1, hk + hk+1 = gk−1 − gk−2

hk + hk−1 + hk−2 = gk−2 − gk−3, . . . ,

とおきます．x1, . . . ,xhk
を Wk に属する 1次独立なベクトルで

< x1, . . . ,xhk
>
∩

Wk−1 = 0

を満たすものとします．このとき次の khk 個のベクトル
x1, Nx1, . . . , N

k−1x1

x2, Nx2, . . . , N
k−1x2

· · ·
xhk

, Nxhk
, . . . , Nk−1xhk

∗

は 1次独立になります．なぜならば, これらのベクトルの 1次結合を 0とおくと

hk∑
i=1

c0ixi +

hk∑
i=1

c1iNxi + · · ·+
hk∑
i=1

chk
i Nk−1xi = 0



90 第 5章 Jordan標準形 (Jordan canonical forms)

この式の両辺に左からN [k−1] をかけると, 第 2項以下の和は 0となり

hk∑
i=1

c0iN
k−1xi = Nk−1

(
hk∑
i=1

c0ixi

)
= 0

を得ます．したがって,
∑hk

i=1 c
0
ixi ∈Wk−1 となりますが, 仮定

< x1, . . . ,xhk
>
∩

Wk−1 = 0

より c01 = · · · = c0hk
= 0でなければなりません．以下同様にこの手続きを繰り返せば, cji = 0 (i =

1, . . . , hk, j = 0, . . . , k − 1)を得ます．

次に, 以下の条件を満たすベクトル y1, . . . ,yhk−1
を考えます．

(1) y1, . . . ,yhk−1
∈Wk−1

(2) Nx1, . . . , Nxhk
,y1, . . . ,yhk−1

は 1次独立

(3) < Nx1, . . . , Nxhk
,y1, . . . ,yhk−1

>
∩
Wk−2 = {0}

このとき次の hk−1 個のベクトルと (*)のベクトルを合わせたものも 1次独立となります．
y1, Ny1, . . . , N

k−1y1

y2, Ny2, . . . , N
k−1y2

· · ·
yhk−1

, Nyhk−1
, . . . , Nk−1yhk−1

∗ ∗

同様に, 以下の条件を満たすベクトル z1, . . . , zhk−2
を考えます．

(1) z1, . . . , zhk−2
∈Wk−1

(2) N2x1, . . . , N
2xhk

, Ny1, . . . , Nyhk−1
, z1, . . . , zhk−2

は 1次独立

(3) < N2x1, . . . , N
2xhk

, Ny1, . . . , Nyhk
, z1, . . . , zhk−2

>
∩
Wk−3 = {0}

以下この議論を繰り返すことができ, 最終的に次のベクトル全体は Cn の基底になります．

Wk



x1, . . . , xhk

Wk−1



Nx1, . . . , Nxhk
, y1, . . . , yhk−1

N2x1, . . . , N
2xhk

, Ny1, . . . , Nyhk−1
, z1, . . . , zhk−2

N3x1, . . . , N
3xhk

, N2y1, . . . , N
2yhk−1

, Nz1, . . . , Nzhk−2
, . . . ,

. . .

Nk−1x1, .., N
k−1xhk

, Nk−2y1, .., N
k−2yhk−1

, Nk−3z1, .., N
k−3zhk−2

, ..

そして, 各部分空間

< Nk−1x1, N
k−2x1, . . . ,x1 >, . . . , < Nk−hkxhk

, Nk−2xhk
, . . . ,xhk

>,

< Nk−2y1, N
k−3y1, . . . ,y1 >, . . . , < Nk−2yhk−1

, Nk−3yhk−1
, . . . ,yhk−1

>,

< Nk−3z1, N
k−4z1, . . . , z1 >, . . . , < Nk−3zhk−2

, Nk−4zhk−2
, . . . , zhk−2

>,

· · ·

はN -不変となります．そこで, (n, k)行列 (Nk−1x1, N
k−2x1, . . . ,x1)にN を左からかけると

N(Nk−1x1, N
k−2x1, . . . ,x1) = (Nk−1x1, N

k−2x1, . . . ,x1)J(0, k)
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が成り立ちます．他の部分空間についても同様なので,

P = (Nk−1x1 Nk−2x1 · · · x1 · · ·Nk−1xhk
Nk−2xhk

· · · xhk

Nk−2y1 Nk−3y1 · · · y1 · · · Nk−2yhk−1
Nk−3yhk−1

· · · yhk−1
· · · )

とおくと, P は正則行列になり

P−1NP =


J(0, k1) 0

J(0, k2)

0
. . .

J(0, kl)


を得ることができます．このようにしてできた Jordan行列をN の Jordan標準形 (Jordan canon-

ical form)いいます．ここまでをまとめると次の定理を得ます．

定理 5.3

N を n次の正方行列とする．このとき適当な正則行列 P により

P−1NP =


J(0, k1) 0

J(0, k2)

0
. . .

J(0, kl)


の形に表される．ここで n = k1 + k2 + · · ·+ kl である．

例題 5.2

次のベキ零行列の Jordan標準形を求めよう．

N =

 0 1 −1
0 0 0

0 0 0


解 N はN2 = 0を満たすので, 指数 2のベキ零行列である．よって, N の固有値は 0だけであり, 固

有値 0に対する広義固有空間Wj を考える．

Wj = {x : N jx = 0}

より, W1 ⊂W2 = R3 である．

W1 = {

 x

y

z

 : y − z = 0}
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であるから, dimW1 = 2．そこで, 例えば, x =

 0

1

0

 をとると x ∈W2,

Nx =

 1

0

0

 ∈W1

である．W1は 2次元であるからNxと 1次独立なベクトル y =

 0

1

1

 ∈W1 がとれる．このとき

{x, Nx,y}はR3 の基底である．

P = (Nx,x,y) =

 1 0 0

0 1 1

0 0 1


とおくと

P−1NP =

 0 1 0

0 0 0

0 0 0

 =

(
J(0, 2) 0

0 J(0, 1)

)

となる．

♠Jordan標準形 ♠

定理 5.4

Aを n次の正方行列, その固有多項式を

ΦA(t) = (t− λ1)
n1(t− λ2)

n2 · · · (t− λr)
nr

λi ̸= λj (i ̸= j), n = n1 + n2 + · · ·+ nr

とする．このとき適当な正則行列 P により

P−1AP =


J(λ1, k1) 0

J(λ2, k2)

0
. . .

J(λr, kl)


の形に表される．ここで n = k1 + k2 + · · ·+ kl である．

証明 固有値 λi の広義固有空間W (λi)に対して, 部分空間の列

W1(λ1) ⊂W2(λ2) ⊂ · · · ⊂Wk(λi) = Wk+1(λi+1) + · · · (5.2)
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を考える．ここで

Wj(λi) = {x ∈ Cn : (A− λiI)
jx = 0}

W (λi) = Wk(λi)

である．W (λi)は Cnの A-不変および (A− λiI)-不変な部分空間になる．よって, 定理 5.2の議論を

行列 A− λiI と部分空間の列 (5.2)に対して適用できる．W (λi)の基底

{pi
1,p

i
2, . . . ,p

i
ni
}

で, それを並べて得られる (n, ni)行列

Pi = (p1 pi
2 · · · pi

ni
)

が

(A− λiI)Pi = Pi


J(0, ki1)

J(0, ki2) 0

0
. . .

J(0, kili)


ただし, ni = ki1 + ki2 + · · ·+ kili の形になるものを選ぶことができる．ここで, λiIPi = λiPi を右辺

に移項すると

APi = λiPi + Pi


J(0, ki1)

J(0, ki2) 0

0
. . .

J(0, kili)



= P − i


J(λi, k

i
1)

J(λi, k
i
2) 0

0
. . .

J(λi, k
i
li
)


となる．さらに,

P = (p1
1 · · ·p1

n1
p2
1 · · ·p2

n2
· · ·pr

1 · · ·pr
nr

とおくと, P は正則行列となり

AP = P


J(λ1, k

1
1)

J(λ2, k
2
2) 0

0
. . .

J(λr, k
r
lr
)


を満たす．この両辺の左から P−1 をかけると, 求める Jordan行列 J = P−1AP を得る． ■

例題 5.3
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次の行列の Jordan標準形を求めよう．また変換行列 P も求めよう．

(1)

 1 1 −1
0 1 0

0 0 1

 (2)

 4 −3 3

−1 3 −2
−3 4 −3



解 (1) A =

 1 1 −1
0 1 0

0 0 1

の固有値を求めると
ΦA(λ) = A− λI)x = (1− λ)3 = 0

より Aの固有値は 1だけである．よって, (A− I)はベキ零行列なるので, 例題 5.2より,

P =

 1 0 0

0 1 1

0 0 1


とおくと

P−1AP =

 1 1 0

0 1 0

0 0 1

 =

(
J(1, 2) 0

0 J(1, 1)

)

(2) A =

 4 −3 3

−1 3 −2
−3 4 −3

の固有値を求めると
ΦA(λ) = A− λI)x = (1− λ)2(2− λ) = 0

より Aの固有値は 1と 2である．固有値 1に対して

(A− 1I) =

 3 −3 3

−1 2 −2
−3 4 −4

 ̸= 0, (A− 1I)2 =

 3 −3 3

−1 −1 1

−1 1 −1


であるから

W1(1) ⊂W2(1) = W (2)

dimW1(1) = 1,dimW2(1) = 2

となる．そこで

W1(1) = {x : (A− I)x = 0

より,

W1(1) =<

 0

1

1

 >
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W2(1) = {x : (A− I)2x = 0

より

W2(1) =< x, (A− I)x >=<

 0

1

1

 ,

 1

1

0

 >

と表せる．

次に, 固有値 2に対して

W1(2) = (A− 2I)x = 0

を求めると

W1(2) = W (2) =<

 3

1

−1

 >

となる．そこで y =

 3

1

−1

をとる．

P = (x Ax y) =

 0 1 3

1 1 1

1 0 −1


とおくと

P−1AP =

 1 1 0

0 1 0

0 0 2


となり, これが Aの Jordan標準形である．

演習問題 5-2

1. 次のベキ零行列の標準形と変換行列 P を求めよう．

(a)

 0 2 1

0 0 2

0 0 0

 (b)

 0 −2 0

0 0 0

3 1 0


2. 次の行列の Jordan標準形と変換行列 P を求めよう．

(a)

 5 2 2

−2 0 −3
−1 −1 2

 (b)

 1 0 4

2 −1 4

−1 −1 −5


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付 録A 問題解答

第 1 章

演習問題 1.2.1

1.

(a) 対応する成分どうしを加える:

A+B = (2,−1, 3) + (−1, 1, 4) = (2− 1,−1 + 1, 3 + 4) = (1, 0, 7).

(b) それぞれの成分のスカラー倍:

3B = 3(−1, 1, 4) = (−3, 3, 12).
(c) ∥A∥ =

√
a21 + a22 + a23 より

∥A∥ = ∥(2,−1, 3)∥ =
√
22 + (−1)2 + 32 =

√
14.

(d) 最初にスカラー倍その後ベクトル和:

3B− 2A = 3(−1, 1, 4)− 2(2,−1, 3) = (−3, 3, 12)− (4,−2, 6) = (−7, 5, 6).
2.

(a) B−A = (3, 0, 1)− (−2,−1, 3) = (5, 1,−2) = 5i+ j− 2k.

(b) 3A+B = 3(−2,−1, 3) + (3, 0, 1) = (−6,−3, 9) + (3, 0, 1) = (−3,−3, 10)
= −3i− 3j+ 10k.

(c) 3B− 2A = 3(3, 0, 1)− 2(−2,−1, 3) = (9, 0, 3) + (4, 2,−6) = 13i+ 2j− 3k.

(d)
A+B

2
=

(−2,−1, 3) + (3, 0, 1)

2
=

(1,−1, 4)
2

=
i

2
− j

2
+ 2k.

3. 幾何ベクトルは空間のベクトルと同一視できるので演習問題 1-2-1.5 を参照．

4. 幾何ベクトルは空間のベクトルと同一視できるので演習問題 1-2-1.5 を参照．

5. A = (a1, a2, a3), B = (b1, b2, b3), C = (c1, c2, c3) ∈ R3 とすると,

(1)

A+B = (a1, a2, a3) + (b1, b2, b3)

= (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3) ∈ R3.

(2)

A+B = (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3)

= (b1 + a1, b2 + a2, b3 + a3)

= B+A.
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(3)

(A+B) +C = (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3) + (c1, c2, c3)

= ((a1 + b1) + c1, (a2 + b2) + c2, (a3 + b3) + c3)

= (a1 + (b1 + c1), a2 + (b2 + c2), a3 + (b3 + c3))

= (a1, a2, a3) + (b1 + c1, b2 + c2, b3 + c3)

= A+ (B+C).

(4)

0 = (0, 0, 0) とすると A+ 0 = A.

(5)

A∗ = (−a1,−a2,−a3) とすると

A+A∗ = (a1 + (−a1), a2 + (−a2), a3 + (−a3))

= (0, 0, 0) = 0.

(6)

αA = (αa1, αa2, αa3) ∈ R3.

(7)

α(βA) = α(βa1, βa2, βa3)

= (αβa1, αβa2, αβa3)

= αβ(a1, a2, a3)

= αβ(A).

(8)

(α+ β)A = (α+ β)(a1, a2, a3)

= ((α+ β)a1, (α+ β)a2, (α+ β)a3)

= (αa1 + βa1, αa2 + βa2, αa3 + βa3)

= (αa1, αa2, αa3) + (βa1, βa2, βa3)

= αA+ βB.
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(9)

1A = 1(a1, a2, a3)

= (1a1, 1a2, 1a3) = (a1, a2, a3) = A,

0A = 0(a1, a2, a3)

= (0a1, 0a2, 0a3) = (0, 0, 0) = 0,

α0 = α(0, 0, 0)

= (α0, α0, α0) = (0, 0, 0) = 0.

6. ∥A∥ = ∥B∥ のときA +B は A と B を 2辺とするひし形の対角線ベクトル．よって A と B

の作る角を 2等分するベクトル．∥A∥ ̸= ∥B∥ のときは, B をスカラー倍して, ∥A∥ = ∥αB∥ とする
と, A+ αB は A と B の作る角を 2等分するベクトルとなる．7.

x(1, 1, 1) + y(1, 1, 0) + z(1, 0, 0) = (x, x, x) + (y, y, 0) + (z, 0, 0)

= (x+ y + z, x+ y, x) = (2,−2, 4)

より x+ y + z = 2, x+ y = −2, x = 4．この式を後ろから順に解くと x = 4, y = −7, z = 5.

演習問題 1.4.1

1.

(a) ∥B∥ = (B ·B)1/2 = (22 + 42 + (−3)2)1/2 =
√
29.

(b) A ·B = (−1, 3, 1) · (2, 4,−3) = −2 + 12− 3 = 7.

(c) A ·B = ∥A∥∥B∥ cos θより

cos θ =
A ·B
∥A∥∥B∥

=
7√

(−1)2 + 32 + 1
√

22 + 42 + (−3)2
=

7√
11
√
29

.

よって θ = cos−1 ( 7√
309

).

(d) 単位ベクトルはそれ自身をその大きさで割ることで得られるから

A

∥A∥
=

(−1, 3, 1)√
11

.

2. 直交系とは互いのベクトルが直交している集合．

正規直交系とはそれぞれが単位ベクトルで直交系をなしているもの．

(a) (1, 3) · (6,−2) = 6− 6 = 0より (1, 3) ⊥ (6,−2)．
また正規直交系に直すと { (1,3)√

10
, (6,−2)

2
√
10
}.

(b)

(1, 2, 2) · (−2, 2,−1) = −2 + 4− 2 = 0,

(1, 2, 2) · (2, 1,−2) = 2 + 2− 4 = 0,

(−2, 2,−1) · (2, 1,−2) = −4 + 2 + 2 = 0.
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よって (1, 2, 2) ⊥ (−2, 2,−1), (1, 2, 2) ⊥ (2, 1,−2), (−2, 2− 1) ⊥ (2, 1,−2). また正規直交系に直す
と { (1,2,2)3 , (−2,2,−1)

3 , (2,1,−2)
3 }.

(c) i− 2j+ 3k · 2i− 1
2 j−

1
3k = 2 + 1− 1 ̸= 0より 直交系でない．

3. 平面上に任意の点 (x, y, z) をとり, 点 (5,−1, 3) を始点とし点 (x, y, z) を終点とするベクトルを

考える．このベクトル (x− 5, y+1, z− 3) は求める平面上にあるので, 法ベクトル (2, 1,−1) と直交
する．よってその内積は零である．これより

(x− 5, y + 1, z − 3) · (2, 1,−1) = 2(x− 5) + y + 1− (z − 3)

= 2x+ y − z − 6 = 0.

4. すべての θ において, | cos θ| ≤ 1より

|A ·B| = ∥A∥ ∥B∥| cos θ| ≤ ∥A∥ ∥B∥.

5.

∥A−B∥2 = ∥A−C+C−B∥2

= (A−C+C−B) · (A−C+C−B)

= (A−C) · (A−C) + 2(A−C) · (C−B)

+ (C−B) · (C−B)

= ∥A−C∥2 + 2∥A−C∥ ∥C−B∥ cos θ + ∥C−B∥2

≤︸︷︷︸
4より

∥A−C∥2 + 2∥A−C∥ ∥C−B∥+ ∥C−B∥2

= (∥A−C∥+ ∥C−B∥)2.

よって

∥A−B∥ ≤ ∥A−C∥+ ∥C−B∥.

6.

0 ≤ ∥(f − λg)∥2 = (f − λg, f − λg)

= ∥f∥2 − 2λ(f, g) + λ2∥g∥2.

これは λ についての 2次式で 0より大きいので, その判別式∆ は 0以下になる．よって

∆ = |(f, g)|2 − ∥f∥2 ∥g∥2 ≤ 0.

これより

|(f, g)| ≤ ∥f∥ ∥g∥.

7. (a) ∥f∥ = {
∫ 2

0
x2dx}1/2 = {x

3

3 |
2
0}1/2 =

√
8
3 .

(b)

∥f∥ = {
∫ 2

0

[sinπx]2dx}1/2 = {
∫ 2

0

1− cos 2πx

2
dx}1/2

= {x
2
− sin 2πx

4π
|20}1/2 = 1.
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(c)

∥f∥ = {
∫ 2

0

[cosπx]2dx}1/2 = {
∫ 2

0

1 + cos 2πx

2
dx}1/2

= {x
2
+

sin 2πx

4π
|20}1/2 = 1.

8.

(P0, P1) =

∫ 1

−1

xdx =
x2

2
|1−1= 0.

(P0, P2) =

∫ 1

−1

3x2 − 1

2
dx =

x3 − x

2
|1−1= 0.

(P1, P2) =

∫ 1

−1

x
3x2 − 1

2
dx =

3x4

8
− x2

4
|1−1= 0.

演習問題 1.6.1

1.

(a)

A×B = (1, 2,−3)× (2,−1, 1)

=

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

1 2 −3
2 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
2 −3 1 2

−1 1 2 −1

= (2− 3,−6− 1,−1− 4) = (−1,−7,−5).

(b)

C× (A×B) = (4, 2, 2)× (−1,−7,−5)

=

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

4 2 2

−1 −7 −5

∣∣∣∣∣∣∣ =
2 2 4 2

−7 −5 −1 −7

= (−10 + 14,−2 + 20,−28 + 2) = (4, 18,−26).

(c) C · (A×B) = (4, 2, 2) · (−1,−7,−5) = −4− 14− 10 = −28.
または

C · (A×B) = (4, 2, 2) · ((1, 2,−3)× (2,−1, 1))

=

∣∣∣∣∣∣∣
4 2 2

1 2 −3
2 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = −28.
2. i+ j− k と 2i+3j+2k によって作られる平面を Γ とすると, Γ の法ベクトル nΓ は i+ j− k と

2i+ 3j+ 2k に直交する．よって

nΓ = (1, 1,−1)× (2, 3, 2) =
1 −1 1 1

3 2 2 3
= (5,−4, 1).
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次に, 求める平面は Γ に平行なので nΓ は求める平面に対しても法ベクトルとなる．そこで求める平

面上に任意の点 (x, y, z) をとると (x− 1, y, z − 1) は nΓ と直交する．よって求める平面の方程式は

nΓ · (x− 1, y, z − 1) = (5,−4, 1) · (x− 1, y, z − 1) = 5x− 4y + z − 6 = 0.

3. 求める平面 Γ は平面 x− 2y+3z− 4 = 0 に垂直であるから平面 x− 2y+3z− 4 = 0 の法ベクトル

n = (1,−2, 3)は求める平面上にあると考えることができる．また求める平面は 2点 (2, 0,−1), (3, 2, 1)
を通るのでこの 2点を結ぶベクトルを作ると (3− 2, 2− 0, 1 + 1) = (1, 2, 2) となり, このベクトルも

求める平面上にあることがかわる．そこでこのふたつのベクトルの外積をとると求める平面 Γ の法

ベクトル

nΓ = (1,−2, 3)× (1, 2, 2) =

∣∣∣∣∣ −2 3 1 −2
2 2 1 2

∣∣∣∣∣ = (−10, 1, 4)

が得られる．ここで平面 Γ 上に任意の点 (x, y, z) をとり (2, 0,−1) と結ぶと (x− 2, y, z + 1) は nΓ

と直交する．よって求める平面の方程式は

nΓ · (x− 2, y, z + 1) = (−10, 1, 4) · (x− 2, y, z + 1)

= −10x+ y + 4z + 24 = 0.

4. 三角形の面積は A,Bを 2辺とする平行四辺形の半分であるから,

1

2
∥(1, 3,−1)× (2, 1, 1)∥ = 1

2
∥(4,−3,−5)∥ = 1

2

√
16 + 9 + 25 =

5
√
2

2
.

5. m = r× F = (−2, 1,−1)× (1, 3, 1) = (4, 1,−7).

6. v = (1, 2, 2)× (1,−2, 3) = (10,−1,−4).
7. B と C の作る面の面積は ∥B×C∥．またB×C とA の間の角を θ とすると, A,B,C の作る

平行六面体の高さは ∥A∥ cos θ．よって A,B,C の作る平行六面体の面積は

∥B×C∥ ∥A∥ cos θ = ∥A∥ cos θ ∥B×C∥ = A · (B×C).

8. それ自身の外積は 0, かける順序を変えると符号が反対になることに注意．

A×B = (2e1 + 5e2 − e3)× (e1 − 2e2 − 4e3)

= (2e1 + 5e2 − e3)× e1 − (2e1 + 5e2 − e3)× 2e2

− 4(2e1 + 5e2 − e3)× e3

= 5(e2 × e1)− (e3 × e1)− 4(e1 × e2) + 2(e3 × e2)

− 8(e1 × e3)− 20(e2 × e3)

= 5(j− i) + j+ k− (i− j)− 2(i+ k)− 8(j+ k)− 20(i+ k)

= −36i− j− 29k.

9. スカラー 3重積を用いて調べる．

(4,−3, 1) · ((10,−3, 0)× (2,−6, 3)) =

∣∣∣∣∣∣∣
4 −3 1

10 −3 0

2 −6 3

∣∣∣∣∣∣∣
= 4(−9) + 3(30) + (−54) = 0.
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よって定理 1.3より 1次従属．

10. (a) c1 + c2x+ c3x
2 = 0 とおき, x について 2回微分すると

c2 + 2c3x = 0, 2c3 = 0

となる．これより c1 = c2 = c3 = 0 を得るので {1, x, x2} は 1次独立．

(b) c1 sinx+ c2 cosx = 0 とおき, x について 1回微分すると

c1 cosx− c2 sinx = 0.

この連立方程式を解くと, c1 = 0, c2 = 0 となるので 1次独立．

11. A,B が 1次独立ならば, A×B ̸= 0 を示す．(対偶を用いて A×B = 0 のときA,B が 1次従

属であることを示す．)

A×B = 0 とするとA とB は平行．つまり A = λB となるある λ ̸= 0 が存在．書き直すと

A− λB = 0

となり A,B は 1次従属．

次にA×B ̸= 0ならば, A,Bが 1次独立を示す．(対偶を用いてA,Bが 1次従属のとき, A×B = 0

を示す．)

A,B が 1次従属ならば, 0でない c1 または c2 に対して,

c1A+ c2B = 0

となり A = − c2
c1
B．つまり A と B は平行．したがって, A×B = 0．

演習問題 1.8.1

1. w1, w2 を W の元とすると, w1 = (x1, y1, 1), w2 = (x2, y2, 1) と表せる．部分空間になるためには

和とスカラー倍が閉じていれば良いのでまず和を調べてみる．w1 + w2 = (x1, y1, 1) + (x2, y2, 1) =

(x1 + x2, y1 + y2, 2) となり z成分が 1でないので w1 +w2 は W の元でない．よって R3 の部分空

間でない

2. w1, w2 ∈W とすると,

w1 = (x1, y1,−3x1 + 2y1), w2 = (x2, y2,−3x2 + 2y2)

とあらわせる．よって

w1 + w2 = (x1, y1,−3x1 + 2y1) + (x2, y2,−3x2 + 2y2)

= (x1 + x2, y1 + y2,−3(x1 + x2) + 2(y1 + y2)) ∈W.

また

αw1 = (αx1, αy1,−3αx1 + 2αy1) ∈W.

したがって, W は R3 の部分空間である．
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3. W の任意のベクトルを w とすると, w = (x, y,−3x+ 2y). w を i, j, kを用いて表すと,

w = (x, y,−3x+ 2y) = xi+ yj+ (−3x+ 2y)k

= xi− 3xk+ yj+ 2yk

= x(i− 3k) + y(j+ 2k)

よって W に含まれるすべてのベクトルは, i - 3k と j + 2k の 1次結合．また i - 3k と j + 2k は互

いに 1次独立なので, i - 3k と j + 2k は W の基底となる．よって dimW = 2.

4. c1(i+ j) + c2k+ c3(i+ k) = 0 とおくと,

(c1 + c3)i+ c1j+ (c2 + c3)k = 0.

よって c1 = c2 = c3 = 0．つまり 1次独立．

次に (a1, a2, a3) ∈ R3 のとき

(a1, a2, a3) = a2(i+ j) + (a3 + a2 − a1)k+ (a1 − a2)(i+ k)

より ⟨i+ j,k, i+ k⟩ = R3.

5. {3, x− 2, x+ 3, x2 + 1} で生成される部分空間を V とすると

V = ⟨3, x− 2, x+ 3, x2 + 1⟩

= {3c1 + c2(x− 2) + c3(x+ 3) + c4(x
2 + 1) : ci 実数 }

ここで V の元を v とすると

v = 3c1 + c2(x− 2) + c3(x+ 3) + c4(x
2 + 1)

= (3c1 − 2c2 + 3c3 + c4) + (c2 + c3)x+ c4x
2.

演習問題 1.3で {1, x, x2} は 1次独立であることを示したので, {1, x, x2} は V の基底となる．よっ

て dimV = 3.

6.

v1 =
x1

∥x1∥
=

(1, 1, 1)√
3

.

次に

x2 − (x2,v1)v1 = (0, 1, 1)− ((0, 1, 1) · (1, 1, 1)√
3

)
(1, 1, 1)√

3

= (0, 1, 1)− 2√
3
(
(1, 1, 1)√

3
)

=
1

3
(−2, 1, 1)

より

v2 =
x2 − (x2,v1)v1

∥x2 − (x2,v1)v1∥

=
1
3 (−2, 1, 1)
∥ 13 (−2, 1, 1)∥

=
1
3 (−2, 1, 1)√

6
3

=
1√
6
(−2, 1, 1).
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最後に

x3 − (x3,v1)v1 − (x3,v2)v2 = (0, 0, 1)− ((0, 0, 1) · (1, 1, 1)√
3

)
(1, 1, 1)√

3

− ((0, 0, 1) · (−2, 1, 1)√
6

)
(−2, 1, 1)√

6

= (0, 0, 1)− (1, 1, 1)

3
− (−2, 1, 1)

6

= (0,−1

2
,
1

2
) =

1

2
(0,−1, 1)

より

v3 =
x3 − (x3,v1)v1 − (x3,v2)v2

∥x3 − (x3,v1)v1 − (x3,v2)v2∥

=
1
2 (0,−1, 1)
∥ 12 (0,−1, 1)∥

=
1
2 (0,−1, 1)√

2
2

=
1√
2
(0,−1, 1).

よって求める正規直交系は

{v1 =
(1, 1, 1)√

3
,v2 =

(−2, 1, 1)√
6

,v3 =
(0,−1, 1)√

2
}.

7. U +W,U ∩W は例題 1.4より V の部分空間である．そこで,

dimU = n, dimW = m,dim(U ∩W ) = r とおき,

{v1, v2, . . . , vr} を U ∩W の基底,

{v1, v2, . . . , vr, u1, . . . , un−r} を U の基底,

{v1, v2, . . . , vr, w1, . . . , wm−r} を W の基底とする．このとき,

{v1, . . . , vr, u1, . . . , un−r, w1, . . . , wm−r}

が U +W の基底をなすことを示せば

dim(U +W ) = r + n− r +m− r = n+m− r

となり,

dim(U +W ) = dimU + dimW − dim(U ∩W )

となることがわかる．そこで

c1v1 + · · ·+ crvr + c∗1u1 + · · ·+ c∗n−run−r + c∗∗1 w1 + · · ·+ c∗∗m−rwm−r = 0 とおくと,

c1v1 + · · ·+ crvr + c∗1u1 + · · ·+ c∗n−run−r = −(c∗∗1 w1 + · · ·+ c∗∗m−rwm−r).

ところが左辺は U の元であり, 右辺は W の元であることから共に U ∩ W に含まれる．よって

{v1, v2, . . . , vr} の 1次結合で表される．つまり

c∗1u1 + · · ·+ c∗n−run−r = d1v1 + . . .+ drvr
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c∗∗1 w1 + · · ·+ c∗∗m−rwm−r = e1v1 + . . .+ ervr

これより c∗1 = · · · = c∗n−r = 0, c∗∗1 = · · · = c∗∗m−r = 0 となり, c1 = · · · = cr = 0 を得る．したがって,

{v1, v2, . . . , u1, . . . , un−r, w1, . . . , wm−r}

は 1次独立．なお {v1, v2, . . . , vr, u1, . . . , un−r} は U を張り,

{v1, v2, . . . , vr, w1, . . . , wm−r} が W を張るので,

{v1, . . . , vr, u1, . . . , un−r, w1, . . . , wm−r}

が U +W を張るのは明らかである．

8. (a11, a12, a13), (a21, a22, a23), (a31, a32, a33), (a41, a42, a43) を 4個の 3次元空間のベクトルとする．

線形結合をとり 0 とおくと

c1(a11, a12, a13) + c2(a21, a22, a23) + c3(a31, a32, a33) + c4(a41, a42, a43) = 0

成分を用いて書き直すと

c1a11 + c2a21 + c3a31 + c4a41 = 0

c1a12 + c2a22 + c3a32 + c4a42 = 0

c1a13 + c2a23 + c3a33 + c4a43 = 0

この方程式は 3つの式に 4つの未知数をもっているので, 解 c1, c2, c3, c4 はすべて 0の必要はない．

つまり

{(a11, a12, a13), (a21, a22, a23), (a31, a32, a33), (a41, a42, a43)}

は 1次従属．

第 2 章

演習問題 2.2.1

1.

(a) 行列の和は対応する成分の和:

A+B =

(
2 −3
4 2

)
+

(
−1 2

3 0

)
=

(
2− 1 −3 + 2

4 + 3 2 + 0

)
=

(
1 −1
7 2

)
.

(b) スカラー倍はそれぞれの成分のスカラー倍:

2A− 3B = 2

(
2 −3
4 2

)
− 3

(
−1 2

3 0

)
=

(
4 −6
8 4

)
−

(
−3 6

9 0

)

=

(
4 + 3 −6− 6

8− 9 4− 0

)
=

(
7 −12
−1 4

)
.

(c) 行列の積は対応する行と列の内積:
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AB =

(
2 −3
4 2

)(
−1 2

3 0

)
=

(
−2− 9 4− 0

−4 + 6 8 + 0

)
=

(
−11 4

2 8

)
.

BA =

(
−1 2

3 0

)(
2 −3
4 2

)
=

(
6 7

6 −9

)
.

2.

AB =

(
3 1 7

5 2 −4

) 2 −3
3 6

4 1


=

(
3(2) + 1(3) + 7(4) 3(−3) + 1(6) + 7(1)

5(2) + 2(3)− 4(4) 5(−3) + 2(6)− 4(1)

)
=

(
37 4

0 −7

)
.

BA =

 2 −3
3 6

4 1

( 3 1 7

5 2 −4

)

=

 2(3)− 3(5) 2(1)− 3(2) 2(7)− 3(−4)
3(3) + 6(5) 3(1) + 6(2) 3(7) + 6(−4)
4(3) + 1(5) 4(1) + 1(2) 4(7) + 1(−4)



=

 −9 −4 26

39 15 −3
17 6 24

 .

3.

A2 − 5A+ 6I = (A− 2I)(A− 3I)

= (

 2 3 0

1 4 1

2 0 1

−
 2 0 0

0 2 0

0 0 2

)(

 2 3 0

1 4 1

2 0 1

−
 3 0 0

0 3 0

0 0 3

)

=

 0 3 0

1 2 1

2 0 −1


 −1 3 0

1 1 1

2 0 −2

 =

 3 3 3

3 5 0

4 6 2

 .

4. A と B が対称行列ということは, At = A,Bt = B が成り立つということである．また, A + B

が対称行列であることを示すには (A+B)t = A+B が成り立つことを示せばよい．

(A+B)t = At +Bt = A+B.

5. n 次の対称行列 A,B において (AB)t = BtAt = BA はいつも成り立つ．そこで AB が対称行列

になるためには AB = BA でなければならないことがかわる．また, 一般に行列の積には交換法則

が成り立たないので AB は必ずしもBA と等しくない．そこで AB はいつも対称行列かという質問

に対する答はたぶんNoであろう．実際, A =

(
1 0

0 −1

)
, B =

(
0 1

1 −1

)
とおくと A,B ともに
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対称行列であるが,

AB =

(
1 0

0 −1

)(
0 1

1 −1

)
=

(
0 1

−1 1

)
より, (AB)t ̸= AB. つまり AB は対称行列でない．

次に AB がいつも対称行列になるための必要十分条件を求める．

n 次の対称行列 A,B において (AB)t = BtAt = BA がいつも成り立つので, AB が対称行列にな

るための必要十分条件は AB = BA であることを示す．まず AB を対称行列とすると (AB)t = AB

より AB = BA が成り立つ．

次に AB = BA とすると, (AB)t = BtAt = BAより (AB)t = AB．よって AB は対称行列．

6. (A2)t = (A A)t = At At = (−A)(−A) = A2.

7. 行列

 a1 0 0

0 a2 0

0 0 a3

との積が交換可能な行列をB =

 b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33

 とおくと, AB = BA

より  a1 0 0

0 a2 0

0 0 a3


 b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33

 =

 b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33


 a1 0 0

0 a2 0

0 0 a3


 a1b11 a1b12 a1b13

a2b21 a2b22 a2b23

a3b31 a3b32 a3b33

 =

 a1b11 a2b12 a3b13

a1b21 a2b22 a3b23

a1b31 a2b32 a3b33

 .

これより対応する成分は等しいので

a1b12 = a2b12, a1b13 = a3b13,

a2b21 = a1b21, a2b23 = a3b23,

a3b31 = a1b31, a3b32 = a2b32

となる．ここで a1, a2.a3 は異なる実数であることに注意すると

b12 = b13 = b21 = b23 = b31 = b32 = 0

を得る．よって求める行列 B は  b11 0 0

0 b22 0

0 0 b33


となり対角行列である．

8. (A − At)t = At − (At)t = At − A = −(A − At). よって A − At は交代行列である．また

(A+At)t = At + (At)t = At +A = A+At．よって A+At は対称行列である．ここで

A =
A+At

2
+

A−At

2
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とおくと A は対称行列と交代行列の和であることがかわる．つぎに B が対称行列, C が交代行列で

A = B + C が成り立つとすると

At = Bt + Ct = B − C.

よって A+At = 2B, A−At = 2C となり

B =
A+At

2
, C =

A−At

2
.

9.

A =

 1 1 1

2 −1 0

−1 0 2

 =

(
A11 A12

A21 A22

)

B =

 1 2 3 −1
3 −1 1 0

0 0 −3 1

 =

(
B11 B12

B21 B22

)

より

AB =


(

4 1 4 −1
−1 5 5 −2

)
+

(
0 0 −2 1

0 0 0 0

)
(
−1 −2 −3 1

)
+
(

0 0 −4 2
)
 =

 4 1 2 0

−1 5 5 −2
−1 −2 −7 3


演習問題 2.4.1

1.  1 −2 3 −1
2 −1 2 2

3 0 2 3

 −2R1+R2→

 1 −2 3 −1
0 3 −4 4

3 0 2 3


−3R1+R3→

 1 −2 3 −1
0 3 −4 4

0 6 −7 6

 1
3R2→

 1 −2 3 −1
0 1 − 4

3
4
3

0 6 −7 6


−6R2+R3→

 1 −2 3 −1
0 1 − 4

3
4
3

0 0 1 −2

 4
3R3+R2→

 1 −2 3 −1
0 1 0 − 4

3

0 0 1 −2


2R2+R1→

 1 0 0 7
3

0 1 0 − 4
3

0 0 1 −2

 .

2.



110 付 録 A 問題解答

(a) (
2 4 1 −2
−3 −6 2 −4

)
1
2×R1−→

(
1 2 1

2 −1
−3 −6 2 −4

)
3R1+R2−→

(
1 2 1

2 −1
0 0 7

2 −7

)
2
7×R3−→

(
1 2 1

2 −1
0 0 1 −2

)
.

よって rank = 2.

(b)

A =

 2 −1 3

1 2 −3
3 −4 9

 R1↔R2−→

 1 2 −3
2 −1 3

3 −4 9


−2×R1+R2−→

 1 2 −3
0 −5 9

3 −4 9

 −3×R1+R3→

 1 2 −3
0 −5 9

0 −10 18


− 1

5×R2+R3→

 1 2 −3
0 1 − 9

5

0 −10 18

 − 1
5×R2+R3→

 1 2 −3
0 1 − 9

5

0 0 0

 .

よって rank = 2.

(c) 演習問題 2-4-1.1 より rank = 3.

3. 基本行列は基本変形を単位行列に施すことにより求まる．(
1 0

0 1

)
−R2+R1→

(
1 −1
0 1

)
= I,(

1 0

0 1

)
−1×R1→

(
−1 0

0 1

)
= II,(

1 0

0 1

)
−3×R1+R2→

(
1 0

−3 1

)
= III,(

1 0

0 1

)
−R2+R1→

(
1 −1
0 1

)
= IV.

次に, 単位行列を行列 Aと基本行列の積で表すには, 行列 A に基本行列 I, II, III, IV を左から順

にかければよい．よって,

I2 =

(
1 0

0 1

)

=

(
1 −1
0 1

)(
1 0

−3 1

)(
−1 0

0 1

)(
1 −1
0 1

)(
2 3

3 4

)
.
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4. PA = I を満たす行列の積 P は次のようにして求めることができる． 2 −3 1 1 0 0

1 2 −3 0 1 0

3 2 −1 0 0 1

R1↔R2→

 1 2 −3 0 1 0

2 −3 1 1 0 0

3 2 −1 0 0 1


−2R1+R2→

 1 2 −3 0 1 0

0 −7 7 1 −2 0

3 2 −1 0 0 1

−3R1+R2→

 1 2 −3 0 1 0

0 −7 7 1 −2 0

0 −4 8 0 −3 1


−1
7 ×R2→

 1 2 −3 0 1 0

0 1 −1 −1
7

2
7 0

0 −4 8 0 −3 1

 4R2+R3→

 1 2 −3 0 1 0

0 1 −1 −1
7

2
7 0

0 0 4 −4
7

−13
7 1


1
4×R2→

 1 2 −3 0 1 0

0 1 −1 −1
7

2
7 0

0 0 1 −1
7

−13
28

1
4

R3+R2→

 1 2 −3 0 1 0

0 1 0 −2
7

−5
28

1
4

0 0 1 −1
7

−13
28

1
4


3R3+R1→

 1 2 0 −3
7

−11
28

3
4

0 1 0 −2
7

−5
28

1
4

0 0 1 −1
7

−13
28

1
4

−2R2+R1→

 1 0 0 1
7

−1
28

1
4

0 1 0 −2
7

−5
28

1
4

0 0 1 −1
7

−13
28

1
4

 .

これより

P =


1
7 − 1

28
1
4

− 2
7 − 5

28
1
4

− 1
7 − 13

28
1
4

 =
1

28

 4 −1 7

−8 −5 7

−4 −13 7

 .

5. 定理 2.2より行空間の次元はその行列の階数と等しいので, v1,v2,v3,v4 を行ベクトルとする行

列の階数を求めればよい．
v1

v2

v3

v4

 =


2 −1 1 3

−1 1 0 1

4 −1 3 11

−2 3 1 1

 R1↔R2−→


−1 1 0 1

2 −1 1 3

4 −1 3 11

−2 3 1 1



−1×R1−→


1 −1 0 −1
2 −1 1 3

4 −1 3 11

−2 3 1 1



−2R1+R2

−4R1+R3

2R1+R4

−→


1 −1 0 −1
0 1 1 5

0 3 3 15

0 2 2 4


−3R2+R3

−2R2+R4

−→


1 −1 0 −1
0 1 1 5

0 0 0 0

0 0 0 1

 .

よって dim = 3.
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演習問題 2.6.1

1.

(a)

[A : b] =

(
1 −3 5

3 −5 7

)
−3×R1+R2−→

(
1 −3 5

0 4 −8

)
1
4×R2−→

(
1 −3 5

0 1 −2

)
3×R2+R1−→

(
1 0 −1
0 1 −2

)
.

よって (
x

y

)
=

(
−1
−2

)
.

(b)

[A : b] =

 1 1 1 3

1 2 2 5

1 2 3 6


−R1+R2

−R1+R3

−→

 1 1 1 3

0 1 1 2

0 1 2 3



−R2+R3−→

 1 1 1 3

0 1 1 2

0 0 1 1


−R3+R2

−R3+R1

−→

 1 1 0 2

0 1 0 1

0 0 1 1


−R2+R1−→

 1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 1

 .

よって  x

y

z

 =

 1

1

1

 .

(c)

[A : b] =

 1 1 1 1 1

1 2 3 4 2

1 4 9 16 6


−R1+R2

−R1+R3

−→

 1 1 1 1 1

0 1 2 3 1

0 3 8 15 5


−3R2+R3−→

 1 1 1 1 1

0 1 2 3 1

0 0 2 6 2

 1
2R3−→

 1 1 1 1 1

0 1 2 3 1

0 0 1 3 1


−2R3+R2

−R3+R1

−→

 1 1 0 −2 0

0 1 0 −3 −1
0 0 1 3 1

−R2+R1−→

 1 0 0 1 1

0 1 0 −3 −1
0 0 1 3 1

 .
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ここで rank(A) = rank([A : b]) なので方程式は解をもつ．また [A : b]R を方程式に書き直すと
x1 + x4 = 1

x2 − 3x4 = −1
x3 + 3x4 = 1

ここで自由度 = 4 - 3 = 1より x4 = α とおくと,
x1

x2

x3

x4

 =


1

−1
1

0

+ α


1

3

−3
1

 .

2. Ax = b が解をもつための必要十分条件は rank(A) = rank([A : b])．

[A : b] =

 1 2 3 7

3 2 5 9

5 2 7 k


−3R1+R2

−5R1+R3

−→

 1 2 3 7

0 −4 −4 −12
0 −8 −8 k − 35


− 1

4R2−→

 1 2 3

0 1 1 3

0 −8 −8 k − 35

 8R2+R3−→

 1 2 3 7

0 1 1 3

0 0 0 k − 11


−2R2+R1−→

 1 0 1 1

0 1 1 3

0 0 0 k − 11

 .

ここで rank(A) = 2より rank([A : b])も 2でなければならない．言い換えると k− 11 が 0でなけれ

ばこの連立方程式は解をもたない．よって k = 11．さらに k = 11 のとき, x1 + x3 = 1, x2 + x3 = 3

であるから, x3 = α とおくと  x1

x2

x3

 =

 1

3

0

+ α

 −1−1
1

 .

3. Aが n 次の正則行列 ⇔ rank(A) = n ⇔ AR = In．
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(a)  2 3 4 1 0 0

1 2 3 0 1 0

−1 1 4 0 0 1

R1↔R2−→

 1 2 3 0 1 0

2 3 4 1 0 0

−1 1 4 0 0 1


−2R1+R2

R1+R3

−→

 1 2 3 0 1 0

0 −1 −2 1 −2 0

0 3 7 0 1 1


−1R2

3R2+R3

−→

 1 2 3 0 1 0

0 1 2 −1 2 0

0 0 1 3 −5 1


−2R3+R2

−3R3+R1

−→

 1 2 0 −9 16 −3
0 1 0 −7 12 −2
0 0 1 3 −5 1

−2R2+R1−→

 1 0 0 5 −8 1

0 1 0 −7 12 −2
0 0 1 3 −5 1

 .

よって A は正則で A−1 =

 5 −8 1

−7 12 −2
3 −5 1

 .

(b)

[A : I] =


0 0 0 1 1 0 0 0

0 0 1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0 0 1


R1↔R4

R2↔R3

−→


1 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 1 1 0 0 0

 .

よって A は正則で A−1 =


0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

 .

4. A は n 次の正則行列 ⇔ rank(A) = n．よってこの場合 rank(A) = 3 となるように a を定めれば
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よい．

A =

 2 0 −3
1 −1 a

5 3 4


1
2R1

R2↔R3

−→

 1 0 − 3
2

5 3 4

1 −1 a


−5R1+R2

−R1+R3

−→

 1 0 − 3
2

0 3 23
2

0 −1 a+ 3
2

 1
3R2−→

 1 0 − 3
2

0 1 23
6

0 −1 a+ 3
2


R2+R3−→

 1 0 − 3
2

0 1 23
6

0 0 a+ 32
6

 .

ここで rank(A) = 3 となるには a+
32

6
̸= 0 とならなければならない．よって a ̸= −16

3
.

5. A を基本行列の積で表すには, 単位行列から始めて基本変形を繰り返しながら A を作る．このと

き用いた基本変形から生まれる基本行列を単位行列に左側から順にかけていけば, 基本行列の積で A

を表せる．

A =

 2 −1 0

4 3 2

3 0 1

 1
2R1−→

 1 −1
2 0

4 3 2

3 0 1

 −4R1+R2−→

 1 −1
2 0

0 5 2

3 0 1


−3R1+R3−→

 1 −1
2 0

0 5 2

0 3
2 1

 1
5R2−→

 1 −1
2 0

0 1 2
5

0 3
2 1

−3
2 R2+R3−→

 1 −1
2 0

0 1 2
5

0 0 2
5


2
5R3−→

 1 −1
2 0

0 1 2
5

0 0 1

2
5R3+R2−→

 1 −1
2 0

0 1 0

0 0 1

−1
2 R2+R1−→

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

よって A は正則行列．次に, いま行なった基本変形を逆に戻し, その基本変形から生まれる基本行列

を順にかけていくと

A =

 2 0 0

0 1 0

0 0 1


 1 0 0

4 1 0

0 0 1


 1 0 0

0 1 0

3 0 1


 1 0 0

0 5 0

0 0 1



·

 1 0 0

0 1 0

0 3
2 1


 1 0 0

0 1 0

0 0 2
5


 1 0 0

0 1 2
5

0 0 1


 1 − 1

2 0

0 1 0

0 0 1


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6. A =

 ∗ ∗
∗

0 · · · 0

 とすると, すべての行列 X に対して,

AX =

 ∗ ∗
∗

0 · · · 0




x11 · · · x1n

. . .

xn1 · · · xnn

 =

 ∗ ∗
∗

0 · · · 0

 ̸= In

となり A は正則でない．

別解 A を n 次の正方行列とする．A のひとつの行の成分がすべて 0ならば, AR の少なくともひと

つの行の成分はすべて 0である．よって rank(A) ̸= n となり定理 2.3より A は正則でない．

7.

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AIA−1 = AA−1 = I

より AB は正則．また (AB)−1 = B−1A−1 となる．

演習問題 2.7.1

1. Ly = bとおく．ここで，y =

 2 3 −1
0 −2 1

0 0 3


 x1

x2

x3

. すると，

Ly =

 1 0 0

2 1 0

−1 0 1


 y1

y2

y3

 =

 2

−1
1


これより，y1 = 2, y2 = −5, y3 = 3. したがって， 2 3 −1

0 −2 1

0 0 3


 x1

x2

x3

 =

 2

−5
3


よって，x1 = −3, x2 = 3, x3 = 1

2. (a)

Gaussの消去法より

 2 −1 1

3 3 9

3 3 5


−3/2R1 +R2

−3/2R1 +R3
−→

 2 −1 1

0 3/2 15/2

0 3/2 7/2

 −R2+R3−→

 2 −1 1

0 3/2 15/2

0 0 −4

 = U

Gaussの消去法を逆に辿ると

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 R2+R3−→

 1 0 0

0 1 0

0 1 1


3/2R1 +R2

3/2R1 +R3
−→

 1 0 0

3/2 1 0

3/2 1 1

 = L
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(b) Gaussの消去法により


2 0 0 0

1 1.5 0 0

0 −3 0.5 0

2 −2 1 1


−1/2R1 +R2

−R1 +R4
→


2 0 0 0

0 1.5 0 0

0 −3 0.5 0

0 −2 1 1



2R2 +R4

4/3R2 +R4

−2R3 +R4
→


2 0 0 0

0 1.5 0 0

0 0 0.5 0

0 0 0 1

 = U

Gaussの消去法を逆に辿ると


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



−2R2 +R3

−4/3R2 +R4

2R3 +R4
−→


1 0 0 0

0 1 0 0

0 −2 1 0

0 −4/3 2 1


1/2R1 +R2

R1 +R4
−→


1 0 0 0

1/2 1 0 0

0 −2 1 0

1 −4/3 2 1

 = L

演習問題 2.8.1

1.

(a) 第 2行についての余因子展開を行なうと,∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 1

1 0 2

1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)2+1

∣∣∣∣∣ −3 1

−1 1

∣∣∣∣∣+ 0 + (−1)2+3(2)

∣∣∣∣∣ 2 −3
1 −1

∣∣∣∣∣
= −(−3 + 1)− 2(−2 + 3) = 0.

(b) 第 1行についての余因子展開を行なうと,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 4 0 5

1 −2 −1 3

1 2 3 0

3 3 −4 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣∣∣∣
−2 −1 3

2 3 0

3 −4 −4

∣∣∣∣∣∣∣+ (−4)

∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 3

1 3 0

3 −4 −4

∣∣∣∣∣∣∣+ 0

+(−5)

∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 −1
1 2 3

3 3 −4

∣∣∣∣∣∣∣ = 2{(3)

∣∣∣∣∣ 2 3

3 −4

∣∣∣∣∣+ 0 + (−4)

∣∣∣∣∣ −2 −1
2 3

∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
第 3列についての余因子展開

}

+(−4){(3)

∣∣∣∣∣ 1 3

3 −4

∣∣∣∣∣+ (−4)

∣∣∣∣∣ 1 −1
1 3

∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
第 3列についての余因子展開

}

+(−5){

∣∣∣∣∣ 2 3

3 −4

∣∣∣∣∣− (−2)

∣∣∣∣∣ 1 3

3 −4

∣∣∣∣∣+ (−1)

∣∣∣∣∣ 1 2

3 3

∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
第 1行についての余因子展開

}
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= 2{3(−17)− 4(−4)}+−4{3(−13)− 4(4)}
+(−5){−17 + 2(−13)− (−3)}
= 2(−35)− 4(−55)− 5(−40) = 350.

(c) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 1 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 1

1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= sgn(4, 2, 5, 1, 3)1 · 1 · 1 · 1 · 1 = −sgn(1, 2, 5, 4, 3) = sgn(1, 2, 3, 4, 5) = +1

(d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 5 1 2 −1
2 6 0 9 1

0 0 7 1 2

0 0 3 2 5

0 0 0 0 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 3 5

2 6

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 7 1

3 2

∣∣∣∣∣ |−6| = (18− 10)(14− 3)(−6) = −528 2.

(a)

∣∣∣∣∣∣∣
1 a2 (b+ c)2

1 b2 (c+ a)2

1 c2 (a+ b)2

∣∣∣∣∣∣∣
−R1+R2

−R1+R3

=

∣∣∣∣∣∣∣
1 a2 (b+ c)2

0 b2 − a2 (c+ a)2 − (b+ c)2

0 c2 − a2 (a+ b)2 − (b+ c)2

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
1 a2 (b+ c)2

0 (b+ a)(b− a) (a− b)(a+ b+ 2c)

0 (c− a)(c+ a) (a− c)(a+ 2b+ c)

∣∣∣∣∣∣∣
定理 2.5

= (a− b)(c− a)

∣∣∣∣∣∣∣
1 a2 (b+ c)2

0 −(a+ b) (a+ b+ 2c)

0 c+ a −(a+ 2b+ c)

∣∣∣∣∣∣∣
R2+R3= (a− b)(c− a)

∣∣∣∣∣∣∣
1 a2 (b+ c)2

0 −(a+ b) (a+ b+ 2c)

0 c− b c− b

∣∣∣∣∣∣∣
= (a− b)(c− a)(c− b)

∣∣∣∣∣∣∣
1 a2 (b+ c)2

0 −(a+ b) (a+ b+ 2c)

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣
R2↔R3= −(a− b)(c− a)(c− b)

∣∣∣∣∣∣∣
1 a2 (b+ c)2

0 1 1

0 −(a+ b) (a+ b+ 2c)

∣∣∣∣∣∣∣
(a+b)R2+R3

= (a− b)(c− a)(b− c)

∣∣∣∣∣∣∣
1 a2 (b+ c)2

0 1 1

0 0 2(a+ b+ c)

∣∣∣∣∣∣∣
= 2(a− b)(c− a)(b− c)(a+ b+ c).

(b)
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列を用いた因数分解を行なう．∣∣∣∣∣∣∣
b+ c b c

a c+ a c

a b a+ b

∣∣∣∣∣∣∣ −L2+L1=

∣∣∣∣∣∣∣
c b c

−c c+ a c

a− b b a+ b

∣∣∣∣∣∣∣
−L3+L1=

∣∣∣∣∣∣∣
0 b c

−2c c+ a c

−2b b a+ b

∣∣∣∣∣∣∣ = −2
∣∣∣∣∣∣∣
0 b c

c c+ a c

b b a+ b

∣∣∣∣∣∣∣
−L1+L3= −2

∣∣∣∣∣∣∣
0 b c

c c+ a 0

b b a

∣∣∣∣∣∣∣ = −2{−b(ca) + c(cb− bc)} = 4abc.

(c) Vandermondeの行列より，

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

a b c d

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (d− a)(d− b)(d− c)(c− a)(c− b)(b− a)

3.

∣∣∣∣∣∣∣
1− x 2 2

2 2− x 1

2 1 2− x

∣∣∣∣∣∣∣
R2+R1

R3+R1

=

∣∣∣∣∣∣∣
5− x 5− x 5− x

2 2− x 1

2 1 2− x

∣∣∣∣∣∣∣
2.14
= (5− x)

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

2 2− x 1

2 1 2− x

∣∣∣∣∣∣∣
−2R1+R2

−2R1+R3

= (5− x)

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

0 −x −1
0 −1 −x

∣∣∣∣∣∣∣
= (5− x)(x2 − 1) = 0

よって, x = −1, 1, 5.
4. ベクトル (x− a1, y − a2) と (b1 − a1, b2 − a2) は平行．したがって, その外積は 0．
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x

y

(b1,b2)

(a1,a2)

図 A.1: 2 点を通る直線

つまり

(x− a1, y − a2)× (b1 − a1, b2 − a2) =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

x− a1 y − a2 0

b1 − a1 b2 − a2 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

また ∣∣∣∣∣∣∣
i j k

x− a1 y − a2 0

b1 − a1 b2 − a2 0

∣∣∣∣∣∣∣ = k

∣∣∣∣∣ x− a1 y − a2

b1 − a1 b2 − a2

∣∣∣∣∣ = 0

より ∣∣∣∣∣∣∣
x− a1 y − a2 0

a1 a2 1

b1 − a1 b2 − a2 0

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

x y 1

a1 a2 1

b1 b2 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

5. 法線ベクトル N = (b1 − a1, b2 − a2.b3 − a3) × (c1 − a1, c2 − a2.c3 − a3) と平面上のベクトル

(x− a1, y − a2, z − a3) は直交するのでその内積は 0．よってスカラー 3重積

∣∣∣∣∣∣∣
x− a1 y − a2 z − a3

b1 − a1 b2 − a2 b3 − a3

c1 − a1 c2 − a2 c3 − a3

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− a1 y − a2 z − a3 0

a1 a2 a3 1

b1 − a1 b2 − a2 b3 − a3 0

c1 − a1 c2 − a2 c3 − a3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x y z 1

a1 a2 a3 1

b1 b2 b3 1

c1 c2 c3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

6. |A| ̸= 0 とすると逆行列 A−1 が存在し, Ax = 0より

A−1(Ax) = A−10⇒ (A−1A)x = A−10 = 0.
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よって x = 0.

7.

(a)

x =

∣∣∣∣∣ 5 −3
7 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 −3
3 −5

∣∣∣∣∣
=
−4
4

= −1,

y =

∣∣∣∣∣ 1 5

3 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 −3
3 −5

∣∣∣∣∣
=
−8
4

= −2.

(b)

x =

∣∣∣∣∣∣∣
3 1 1

5 2 2

6 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 2 2

1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣
=

1

1
= 1,

y =

∣∣∣∣∣∣∣
1 3 1

1 5 2

1 6 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 2 2

1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣
=

1

1
= 1,

z =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 3

1 2 5

1 2 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 2 2

1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣
=

1

1
= 1.

第 3 章

演習問題 3.2.1

1. v,w ∈ R3 のとき,

T (v +w) = T (v) + T (w),

T (αv) = αT (v)
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が成り立つか調べる．

v,w ∈ R3 とすると, v =

 x1

x2

x3

 , w =

 x′
1

x′
2

x′
3

 と表せる．ここで

T1[

 x1

x2

x3

+

 x′
1

x′
2

x′
3

] = T1

 x1 + x′
1

x2 + x′
2

x3 + x′
3

 =

(
x3 + x′

3

x1 + x′
1 + x2 + x′

2

)

=

(
x3

x1 + x2

)
+

(
x′
3

x′
1 + x′

2

)

= T1

 x1

x2

x3

+ T1

 x′
1

x′
2

x′
3

 .

また

T1(α

 x1

x2

x3

) = T1

 αx1

αx2

αx3

 =

(
αx3

αx1 + αx2

)

= α

(
x3

x1 + x2

)
= αT1

 x1

x2

x3

 .

したがって, T1 は線形写像．

次に T2 について調べる．v =

 1

2

3

 ,w =

 1

0

0

 とおくと

T2(αv + βw) = T2

 α+ β

2α

3α

 =

(
α+ β + 1

2α+ 3α

)
.

また

T2(αv) + T2(βw) = T2

 α

2α

3α

+ T2

 β

0

0


=

(
α+ 1

2α+ 3α

)
+

(
β + 1

0 + 0

)
=

(
α+ β + 2

2α+ 3α

)
.

よって T2(αv + βw) ̸= T2(αv) + T2(βw) となるので T2 は線形写像ではない．

2. v ∈ V とすると, {v1,v2, . . . ,vn} は V の基底より

v = α1v1 + · · ·+ αnvn
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と一意的に表せる．ここで v の T による像 T (v) は Rn の元になるので

T (v) = β1e1 + · · ·+ βnen

とおくことができる．しかし, T (vi) = ei より

T (vi) = β1e1 + · · ·+ βnen = ei.

よって i = 1, 2, . . . , n において αi = 0 ならば βi = 0．また αi = 1 ならば βi = 1 となるので αi = βi

となる．よって

T (v) = α1e1 + · · ·+ αnen.

次に T が線形写像であることを示す．

v,w ∈ V とすると,

v = α1v1 + · · ·+ αnvn,

w = β1w1 + · · ·+ βnwn.

これより,

T (αv + βw) = T (αα1v1 + · · ·+ ααnvn + ββ1v1 + · · ·+ ββnvn)

= T ((αα1 + ββ1)v1 + · · ·+ (ααn + ββn)vn)

= (αα1 + ββ1)e1 + · · ·+ (ααn + ββn)en

= (αα1e1 + · · ·+ ααnen) + (ββ1e1 + · · ·+ ββnen)

= α(α1e1 + · · ·+ αnen) + β(β1e1 + · · ·+ βnen)

= αT (v) + βT (w).

よって, T は線形写像となる．

3. (a)⇒ (b)

T が同型写像なら定理 3.1より同型写像 S = T−1 が存在し, T ◦ S = 1.

(b)⇒ (a)

T (S(x)) = T (S(y)) とおくと T ◦ S = 1 より S(x) = S(y) となるので x = y．また x = y より

S(x) = S(y)．よって T は単射．次に T が 全射であることを示す．T ◦ S = 1より y ∈ Rn に対

して z ∈ Rn が存在し y = T (S(z))．また S は Rn から Rn への写像よりある x ∈ Rn に対して

x = S(z)．よって y = T (x).

4. ker(T ) = {v ∈ V : T (v) = 0} より v1,v2 ∈ ker(T ) とすると, T (v1) = 0, T (v2) = 0 とな

る．よって任意の実数 α, β に対して, αv1 + βv2 ∈ ker(T ) が成り立つことを示せばよい．つまり,

T (αv1 + βv2) = 0 を示せばよい．さて,

T (αv1 + βv2) = αT (v1) + βT (v2) = 0

となるので, αv1 + βv2 ∈ ker(T ) となり, ker(T ) は部分空間である．

次に Im(T ) = {w ∈ W : w = T (v),v ∈ V } より w1,w2 ∈ Im(T ) とすると, T (v1) =

w1, T (v2) = w2 となる．よって任意の実数 α, β に対して, αw1 + βw2 ∈ Im(T ) となることを
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示せばよい．つまり T (v) = αw1 + βw2 となるような v ∈ V が存在することを示せばよい．さて,

V はベクトル空間なので, αv1 + βv2 ∈ V．また

T (αv1 + βv2) = αT (v1) + βT (v2) = αw1 + βw2

となるので αw1 + βw2 ∈ Im(T ) となり, Im(T ) は部分空間である．

5. m(T ) を T の行列表現とすると,

m(T ) =

 1 2 2

2 1 3

2 2 1

 .

また定理 3.1 より, dimR3 = dimker(T ) + dim Im(T ) が成り立ち, dim Im(T ) = rank(T ) より,

dimker(T ) = 3− rank(A) = 0.

演習問題 3.4.1

1.

w1 =

(
3

1

)
=

(
1

−1

)
+ 2

(
1

1

)
= v1 + 2v2,

w2 =

(
−1
2

)
= −3

2

(
1

−1

)
+

1

2

(
1

1

)
= −3

2
v1 +

1

2
v2.

よって変換行列 P は

P =

(
1 − 3

2

2 1
2

)
.

2. wj = p1jv1 + · · · + pnjvn とおくと P = (pij) は {vi} から {wj} への変換行列．また vj =

q1jw1 + · · ·+ qnjwn とおくと Q = (qij) は {wi} から {vj} への変換行列で

PQ =


p11 · · · p1n
...

...
...

pn1 · · · pnn




q11 · · · q1n
...

...
...

qn1 · · · qnn



=


p11q11 + · · ·+ p1nqn1 · · · p11q1n + · · ·+ p1nqnn

...
...

...

pn1q11 + · · ·+ pnnqn1 · · · pn1q1n + · · ·+ pnnqnn



=


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1

 .

3.
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(a)

ΦA(t) = |A− tI| =

∣∣∣∣∣ 3− t −1
1 1− t

∣∣∣∣∣ = t2 − 4t+ 4 = 0.

よって A の固有値は λ = 2 である．

λ = 2 に対する固有ベクトルは (A− 2I)x = 0 を満たす 0でない x なので, 連立方程式を解くと

A− 2I =

(
1 −1
1 −1

)
−→

(
1 −1
0 0

)
となる．よって

x = α

(
1

1

)
(α ̸= 0).

これより固有空間は

V (2) = {α

(
1

1

)
}．

(b)

ΦA(t) = |A− tI| =

∣∣∣∣∣∣∣
2− t 1 0

0 1− t −1
0 2 4− t

∣∣∣∣∣∣∣ = (2− t)(t2 − 5t+ 6) = 0.

よって A の固有値は λ = 2, 3 である．

λ = 2 に対する固有ベクトルは (A− 2I)x = 0 を満たす 0でない x なので, 連立方程式を解くと

A− 2I =

 0 1 0

0 −1 −1
0 2 2

 −→
 0 1 0

0 1 1

0 0 0

 −→
 0 1 0

0 0 1

0 0 0


となる．よって

x = α

 1

0

0

 (α ̸= 0).

次に λ = 3 に対する固有ベクトルは (A−3I)x = 0 を満たす 0でない x なので, 連立方程式を解くと

A− 3I =

 −1 1 0

0 −2 −1
0 2 1

 −→
 1 −1 0

0 1 1
2

0 0 0

 −→
 1 0 1

2

0 1 1
2

0 0 0


となる．よって

x = β

 −1−1
2

 (β ̸= 0).

これより固有空間は

V (2) = {α

 1

0

0

}, V (3) = {β

 −1−1
2

}.
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(c)

ΦA(t) = |A− tI| =

∣∣∣∣∣∣∣
1− t 4 −4
−1 −3− t 2

0 2 −1− t

∣∣∣∣∣∣∣
= (1− t)(t2 + 4t− 1) + (−4t+ 4) = (1− t)(t2 + 4t+ 3)

= (1− t)(t+ 1)(t+ 3).

よって A の固有値は λ = −3,−1, 1 である．
λ = −3 に対する固有ベクトルは (A+3I)x = 0 を満たす 0でない x なので, 連立方程式を解くと

A+ 3I =

 4 4 −4
−1 0 2

0 2 2

 −→
 1 1 −1

0 1 1

0 0 0

 −→
 1 0 −2

0 1 1

0 0 0


となる．よって

x = α

 2

−1
1

 (α ̸= 0).

λ = −1 に対する固有ベクトルは (A+ I)x = 0 を満たす 0でない x なので, 連立方程式を解くと

A+ I =

 2 4 −4
−1 −2 2

0 2 0

 −→
 1 2 −2

0 0 0

0 1 0

 −→
 1 0 −2

0 1 0

0 0 0


となる．よって

x = β

 2

0

1

 (β ̸= 0).

λ = 1 に対する固有ベクトルは (A− I)x = 0 を満たす 0でない x なので, 連立方程式を解くと

A− I =

 0 4 −4
−1 −4 2

0 2 −2

 −→
 1 4 −2

0 1 1

0 0 0

 −→
 1 0 2

0 1 −1
0 0 0


となる．よって

x = γ

 −21
1

 (γ ̸= 0).

これより固有空間は

V (−3) = {α

 2

−1
1

}, V (−1) = {β

 2

0

1

}, V (1) = {γ

 −21
1

}.
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4. λ を A の固有値とすると

λx = Ax = A2x = A(Ax) = A(λx) = λA(x) = λ2x.

よって λ = λ2 が成り立ち, これより λ = 0, 1 となる．

5. A の固有値を λi とすると, Ax = λixより,

Amx = Am−1(Ax) = Am−1(λix) = · · · = λm
i x.

6. A =

(
3 1

−1 1

)
より

ΦA(t) = det(A− tI) =

∣∣∣∣∣ 3− t 1

−1 1− t

∣∣∣∣∣ = t2 − 4t+ 4 = 0.

よってケイリー・ハミルトンの定理より

ΦA(A) = A2 − 4A+ 4I = 0.

ここで A4 = (A2 − 4A+ 4I)(A2 + 4A+ 12I) + 32A− 48I と表せるので,

A4 = 32A− 48I = 32

(
3 1

−1 1

)
− 48

(
1 0

0 1

)

=

(
96 32

−32 32

)
−

(
48 0

0 48

)
=

(
48 32

−32 −16

)
.

また, A2 − 4A+ 4I = 0より A− 4I + 4A−1 = 0．よって

A−1 =
1

4
(4I −A) =

1

4
(

(
4 0

0 4

)
−

(
3 1

−1 1

)
)

=
1

4

(
1 −1
1 3

)
.

7. まず, X2 − 3X + 2I = 0より (X − I)(X − 2I) = 0．よって X = I または X = 2I はこの 2次

方程式を満たす．次に X =

(
a b

c d

)
とすると, ケイリー・ハミルトンの定理より ΦX(X) = 0 と

なるので, 固有方程式が Φx(t) = t2 − 3t+ 2 = 0 となる X を求める．

ΦX(t) = det(X − tI) =

∣∣∣∣∣ a− t b

c d− t

∣∣∣∣∣ = t2 − (a+ d)t+ ad− bc.

よって求める X は a+ d = 3, ad− bc = 2 を満たせばよい．

演習問題 4.2.1
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1.

(a) A =

(
1 2

0 −1

)
より

ΦA(t) =

∣∣∣∣∣ 1− t 2

0 −1− t

∣∣∣∣∣ = t2 − 1.

よって固有値は λ = ±1．
λ = 1 に対する固有ベクトルは (A− I)x = 0 を満たす 0でない x なので, 連立方程式を解くと

A− I =

(
0 2

0 −2

)
−→

(
0 1

0 0

)

となる．よって

x = α

(
1

0

)
(α ̸= 0).

また λ = −1 に対する固有ベクトルは (A + I)x = 0 を満たす 0でない x なので, 連立方程式を解

くと

A+ I =

(
2 2

0 0

)
−→

(
1 1

0 0

)
となる．よって

x = β

(
−1
1

)
(β ̸= 0).

これより固有空間は

V (1) = {α

(
1

0

)
}, V (−1) = {β

(
−1
1

)
}.

よって固有値の数と同じ数の 1次独立な固有ベクトルが存在するので定理 4.1より対角化可能であり

P =

(
1 −1
0 1

)
のとき,

P−1AP =

(
1 0

0 −1

)
.

(b) A =

 2 1 1

1 2 1

0 0 1

より

ΦA(t) =

∣∣∣∣∣∣∣
2− t 1 1

1 2− t 1

0 0 1− t

∣∣∣∣∣∣∣ = (1− t)(t2 − 4t+ 3).

よって固有値 λ = 1, 3．
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λ = 1 に対する固有ベクトルは (A− I)x = 0 を満たす 0でない x なので, 連立方程式を解くと

A− I =

 1 1 1

1 1 1

0 0 0

 −→
 1 1 1

0 0 0

0 0 0


となる．よって

x =

 −α− β

β

α

 = α

 −10
1

+ β

 −11
0

 .

また λ = 3 に対する固有ベクトルは (A−3I)x = 0 を満たす 0でない x なので, 連立方程式を解くと

A− 3I =

 −1 1 1

1 −1 1

0 0 −2

 −→
 1 −1 −1

0 0 1

0 0 0


となる．よって

x = γ

 1

1

0

 (γ ̸= 0).

これより固有空間は

V (1) = {α

 −10
1

+ β

 −11
0

}, V (3) = {γ

 1

1

0

}.
よって固有値の数と同じ数の 1次独立な固有ベクトルが存在するので定理 4.1より対角化可能であり

P =

 −1 −1 1

0 1 1

1 0 0

 のとき,

P−1AP =

 1 0 0

0 1 0

0 0 3

 .

(c) A =

 1 1 6

−1 3 6

1 −1 −1

より,

ΦA(t) =

∣∣∣∣∣∣∣
1− t 1 6

−1 3− t 6

1 −1 −1− t

∣∣∣∣∣∣∣
= (1− t)(t2 − 2t+ 3)− (t− 5) + 6(t− 2)

= −t3 + 3t2 − 5t+ 3 + 5t− 7 = −(t3 − 3t2 + 4)

= −(t− 2)(t+ 1)(t− 2).
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よって固有値 λ = −1, 2．
λ = −1 に対する固有ベクトルは (A+ I)x = 0 を満たす 0でない x なので, 連立方程式を解くと

A+ I =

 2 1 6

−1 4 6

1 −1 0

 −→
 1 −1 0

0 3 6

0 3 6



−→

 1 −1 0

0 1 2

0 0 0

 −→
 1 0 2

0 1 2

0 0 0


となる．よって

x = α

 −2−2
1

 .

また λ = 2 に対する固有ベクトルは (A− 2I)x = 0 を満たす 0でない x なので, 連立方程式を解くと

A− 2I =

 −1 1 6

−1 1 6

1 −1 −3

 −→
 1 −1 −6

0 0 0

0 0 3

 −→
 1 −1 0

0 0 0

0 0 1


となる．よって

x = β

 1

1

0

 (γ ̸= 0).

これより固有空間は

V (−1) = {α

 −2−2
1

}, V (2) = {γ

 1

1

0

}.
よって

dimV (−1) + dimV (2) = 2 < 3

となり, 定理 4.1より対角化不可能である．そこで

x1 =

 −2−2
1

 ,x2 =

 1

1

0


を用いて正規直交基底 {u1,u2,u3} を作ると,

u1 =
x1

∥x1∥
=

1

3

 −2−2
1

 ,
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u2 =
x2 − (x2,u1)u1

∥x2 − (x2,u1)u1∥
=

1

3
√
2

 1

1

4

 ,

u3 =
u1 × u2

∥u1 × u2∥
=

1√
2

 1

−1
0



となる．よって U =


−2
3

1
3
√
2

1√
2

−2
3

1
3
√
2

−1√
2

1
3

4
3
√
2

0

 とおくと, U はユニタリ行列で

U−1AU =

 −1 0 0

0 2 1

0 0 2

 .

2. まず, U +W が直和ならば, U ∩W = {0} を示す．a ∈ U ∩W とおくと, a ∈ U,a ∈W．よって

a = a+0 = 0+a と表せる．しかしU +W が直和なので, その表し方は一意的である．よって a = 0

でなければならない．よって U ∩W = {0}．また逆に a ∈ U ∩W = {0} と仮定し, a ∈ U +W が

a = u1 + w1 = u2 + w2 (u1, u2 ∈ U, w1, w2 ∈W )

のように表されたとする．このとき

u1 − u2 = w2 − w1 ∈ U ∩W = {0}

より u1 = u2 = w1 = w2 となり, 上のような表し方は一通りなので U +W は直和である．

3. 定理 1.4 より dim(U + W ) = dimU + dimW − dim(U ∩ W )．また U + W が直和ならば,

U ∩W = {0} となり, dim(U ∩W ) = 0．よって dim(U ⊕W ) = dimU + dimW.

4. まず, U+W は直和であることを示す．演習問題 4.1より U∩W = {0}を示せばよい．(x1, x2, x3) ∈
U ∩W とおくと,

x1 + x2 + x3 = 0, x1 = x2 = x3．

よって x1 = x2 = x3 = 0 となり, U ∩W = {(0, 0, 0)}.
次に, R3 = U⊕W を示す．まず, U ⊂ R3, W ⊂ R3より, U⊕W ⊂ R3. またdimU = 2,dimW = 1

より,

dim(U ⊕W ) = dimU + dimW = 2 + 1 = 3

よって R3 = U ⊕W .

5. λ を直交行列 A の固有値とすると, A = A−1 より,

λx = Ax = A−1x = λ−1x.

よって λ2 = 1.
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6. U = (u1,u2, . . . ,un)より

U∗ =


u1

u2

...

un


よって

U∗U =


u1 · u1 u1 · u2 · · · u1 · un

...
...

un · u1 un · u2 · · · un · un

 = I.

また UU∗ = (U∗U)∗ より, UU∗ = I．

演習問題 4.4.1

1. A =

(
1 1− i

1 + i 2

)
とおくと, A∗ =

(
1 1− i

1 + i 2

)
より, AA∗ = A∗A．よって A はユニ

タリ行列により対角化可能である．

ΦA(t) = det(A− tI) =

∣∣∣∣∣ 1− t 1− i

1 + i 2− t

∣∣∣∣∣ = t2 − 3t+ 2− 2 = t(t− 3)

より固有値 λ = 0, 3 である．

λ = 0 に対する固有空間は (
1 1− i

1 + i 2− i

)
−→

(
1 1− i

0 0

)
.

よって

V (0) = {α

(
1− i

−1

)
}.

また λ = 3 に対する固有空間は(
−2 1− i

1 + i −1

)
−→

(
1 1−i

−2

0 0

)
.

よって

V (3) = {β

(
1− i

2

)
}.

次に V (0), V (3) のそれぞれの正規直交基底として

{

(
1−i√

3
−1√
3

)
,

(
1−i√

6
2√
6

)
}

をとると, これよりユニタリ行列

U =

(
1−i√

3
1−i√

6
−1√
3

2√
6

)
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を得,

U−1AU = U∗AU =

(
0 0

0 3

)
.

2. A =

 1 0 −1
0 −1 0

−1 0 1

より Aは実対称行列．よって定理 4.2より直交行列で対角化可能である．

ΦA(t) = det(A− tI) =

∣∣∣∣∣∣∣
1− t 0 −1

0 −1− t 0

−1 0 1− t

∣∣∣∣∣∣∣
= −(1 + t)(t2 − 2t+ 1− 1) = (1 + t)(t)(t− 2)

より固有値は λ = −1, 0, 2 である．
λ = −1 に対する固有空間は

A+ I =

 2 0 −1
0 0 0

−1 0 2

 −→
 1 0 −2

0 0 0

0 0 3



−→

 1 0 −2
0 0 0

0 0 1

 −→
 1 0 0

0 0 0

0 0 1

 .

よって

V (−1) = {α

 0

1

0

}.
λ = 0 に対する固有空間は  1 0 −1

0 −1 0

−1 0 1

 −→
 1 0 −1

0 1 0

0 0 0

 .

よって

V (0) = {β

 1

0

1

}.
λ = 2 に対する固有空間は  −1 0 −1

0 −3 0

−1 0 −1

 −→
 1 0 1

0 1 0

0 0 0

 .
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よって

V (2) = {β

 −10
1

}.
次に V (−1), V (0), V (2) のそれぞれの正規直交基底として

{

 0

1

0

 ,


1√
2

0
1√
2

 ,


−1√
2

0
1√
2

}
をとると,

P =


0 1√

2
−1√
2

1 0 0

0 1√
2

1√
2


は直交行列となり,

P−1AP = P tAP =

 −1 0 0

0 0 0

0 0 2

 .

3. A =

(
0 a1

a2 0

)
がユニタリ行列により対角行列に変換されるための必要十分条件は, 定理 4.2

より A が正規行列．つまり AA∗ = A∗A である．

AA∗ =

(
0 a1

a2 0

)(
0 ā2

ā1 0

)
=

(
0 ā2

ā1 0

)(
0 a1

a2 0

)
= A∗A

より (
a1ā1 0

0 a2ā2

)
=

(
a2ā2 0

0 a1ā1

)
を得る．よって |a1| = |a2|.
4. x2

1 + 2x2
2 − 3x2

3 + 2x1x2 を行列を用いて表すと

(x1, x2, x3)

 1 1 0

1 2 0

0 0 −3


 x1

x2

x3

 .

ここで, A =

 1 1 0

1 2 0

0 0 −3

 は実対称行列．よって定理 4.2より直交行列で対角化可能．

ΦA(t) =

∣∣∣∣∣∣∣
1− t 1 0

1 2− t 0

0 0 −3− t

∣∣∣∣∣∣∣ = (−3− t)(t2 − 3t+ 1)
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より固有値 λ = −3, 3±
√
5

2 ．よって

xtAx = yt(P tAP )y = −3y21 +
3−
√
5

2
y22 +

3 +
√
5

2
y22 .

5.

x1x̄1 + (1− i)x1x̄2 + (1 + i)x2x̄1 + 2x2x̄2 を行列を用いて表すと

(x̄1, x̄2)

(
1 1− i

1 + i 2

)(
x1

x2

)

ここで A はエルミート行列なので, 定理 4.2よりユニタリ行列による直交化が可能である．

ΦA(t) =

∣∣∣∣∣ 1− t 1− i

1 + i 2− t

∣∣∣∣∣ = t(t− 3)

より固有値 λ = 0, 3．よって

xtAx = yt(U∗AU)y = 3ȳ2y2.

第 5 章

演習問題 5.2.1

1. (a)  8 0 0

0 4 −1
0 0 2

 , P−1AP =

 0 1 0

0 0 0

0 0 0


(b)  0 6 1

0 0 −3
18 0 0

 , P−1AP =

 0 1 0

0 0 1

0 0 0


2. (a)  −2 0 1

1 −1 −1
1 0 0

 , P−1AP =

 3 1 0

0 3 1

0 0 3


(b)  2 1 1

2 0 1

−1 0 −1

 , P−1AP =

 −1 1 0

0 −1 0

0 0 −3


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索 引

A - 不変, 81

1次結合, 15

1次従属, 16

1次独立, 16

1対 1, 56

m項行ベクトル, 26

n項列ベクトル, 26

エルミート行列, 71

エルミート形式, 80

解空間, 40

外積, 13

階段行列, 34

解ベクトル, 38

ガウスの消去法, 31

角速度ベクトル, 14

拡大係数行列, 31

上三角行列, 34

関数空間, 8

幾何ベクトル, 1

—空間, 2

—の和, 1

基底, 19

基本解, 40

基本行列, 33

逆行列, 42

行基本変形, 32

行空間, 36

行対等, 33

共役転置, 71

行列式, 45

行列の階数, 35

行列の積, 26

行列表現, 59

距離, 12

空間のベクトル, 3

区分的に連続な関数, 4

グラム・シュミットの直交化法, 22

クラメールの公式, 45

クロネッカーのデルタ, 21

係数行列, 31

ケイリー・ハミルトンの定理, 66

計量ベクトル空間, 5

交代行列, 29

固有空間, 67

固有多項式, 65

固有値, 64

固有ベクトル, 64

固有方程式, 65

三角化, 71

3次元ベクトル空間, 3

次元, 20

次数, 28

実ベクトル空間, 26

自明な解, 40

写像, 55

逆—, 56

線形—, 55

自由度, 41

小行列, 27

Jordan行列, 85

Jordan標準形, 87

Jordan・ブロック, 84

小行列式, 45

スカラー三重積, 15

スカラー倍, 2

正規化, 11
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正規行列, 75

正規直交系, 11

正値 2次形式, 78

正則行列, 42

正方行列, 28

零ベクトル, 3

全射, 56

像, 55

双 1次形式, 77

相似, 64

対角行列, 28

対称行列, 29

単位行列, 28

単射, 56

直和, 19

直交, 9

直交行列, 72

直交系, 9

転置行列, 29

同型, 56

—写像, 56

トレース, 29

内積, 5, 76

2次形式, 77

被約階段行列, 34

標準基底, 59

標準形, 64

複素 2次形式, 80

負値 2次形式, 78

部分空間, 18

張られた—, 18

フーリエ級数, 11

フーリエ係数, 11

ベキ, 30

ベキ零行列, 30

ベクトル, 2

—空間, 2

—三重積, 15

変換行列, 63

法ベクトル, 10

モーメント, 14

—ベクトル, 14

ユニタリ行列, 72

余因子, 45

—展開, 45

列空間, 36


