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第 1章

複素数

1.1 複素数と複素平面 (Complex numbers and Complex plane)

複素数
x2 + 1 = 0の解は実数 R上では存在しない．そこで，この方程式が解けるようにするために
虚数単位 iが導入された．つまり，i2 + 1 = 0となったわけである．
虚数単位を取り入れることにより，複素数 (complex number) とよばれる新しい数の体系
ができた．x, y を実数とする．これを x, y ∈ Rと表わし，x+ yiを複素数という．
複素数 z = x+ yiを直交形式という．ただし，i2 = −1．
複素数 z = x+ yiの xを実部 といい，x = Rez, y を虚部といい y = Imz で表わす．
複素数の演算は，実数の演算と同じで i2 を −1で置き換えればよい．

例題 1.1 z1 = 4 + 3i, z2 = 2− 5iとするとき，以下のものを直交形式で求めよ．

(a) z1z2 (b) 1/z1 (c) (z1 − z2)/(z1 + z2)

解 (a) z1z2 = (4 + 3i)(2− 5i) = 8− 20i+ 6i− 15i2 = 23− 14i

(b)
1

z1
=

1

(4 + 3i)
=

(4− 3i)

(4 + 3i)(4− 3i)
=

(4− 3i)

(16 + 9)
=

4− 3i

25

(c)
(z1 − z2)

(z1 + z2)
=

(4 + 3i− 2 + 5i)

(4 + 3i+ 2− 5i)
=

2 + 8i

6− 2i
=

(2 + 8i)(6 + 2i)

(6− 2i)(6 + 2i)
=

−4 + 52i

40
複素平面
z = x+yiを平面上の直交座標形の点 (x, y)に対応させたとき，この平面を複素平面 (complex

plane)または，Gauss平面という．
x = r cos θ, y = r sin θで定義される極座標 r, θを利用すると，z = x+ iy = r(cos θ + i sin θ)

で表され，これを極形式 (polar form) という．
z の絶対値は |z| = r =

√
x2 + y2 ≥ 0．また，原点と z を結ぶ半直線が実軸となす角 θ を偏

角 (argument)といい，偏角 は arg z = θ = tan−1 y
x (−π < θ ≤ π)で表わされる．

z の共役複素数 (conjugate)は z = x− yi = r(cos θ − i sin θ) = re−iθ で表わされる．

例題 1.2 次の複素数を極形式で表せ．
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(a) 1 + i, (b) 1−i
1+i

解 (a) 直交形式から極形式への変換は，r =
√
x2 + y2, θ = tan−1 x

y . ただし，−π < θ ≤ π.

r =
√
1 + 1 =

√
2, θ = tan−1 1

1
= tan1 1より，θ = π

4．したがって，1 + i =
√
2
(
cos(

π

4
) + i sin(

π

4
)
)

(b)
1− i

1 + i
=

(1− i)(1 + i)

(1 + i)2
=

2

2i
=

1

i
= −i. これより，r = 1, θ = −π

2 . これより，
1− i

1 + i
= cos(−π

2
) + i sin(−π

2
) = cos(

π

2
)− i sin(

π

2
)

練習問題 1.1

1. 複素平面上で点 −3, 2i, 4 + i, 2− 2iを図示せよ．
2. 次の定理を証明せよ．

(a) ¯z1 + z2 = z̄1 + z̄2

(b) ¯z1z2 = z̄1z̄2

(c) Re(z) = z+z̄
2

3. 次の不等式を証明せよ．

(a) Rez ≤ |z|

(b) |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|

(c) ||z1| − |z2|| ≤ |z1 − z2|

4. 次の複素数を極形式で表わせ．

(a) −1 + i

(b) 3−
√
3i

(c) −1

(d) 2i

5. 次の式を満たす点はどのような曲線を描くか．

(a) arg z = 一定
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(b) |z| = 一定

(c) |z − 1| = |z − i|

(d) |z − 2i| = 3

(e) |z + 3| = 3|z − 1|

(f) z − z̄ = 2i

1.2 ドゥモワブルの定理とオイラーの公式 (De Moivre’s theorem

and Euler’s formula)

ドゥモワブルの定理

定理 1.1 (cos θ + i sin θ)n = cosnθ + i sinnθ (nは定数)

証明 帰納法を用いた証明 n = 1のとき，この式が成り立つのは明らか．n = k で成り立つと仮
定し，n = k + 1で成り立つことを示す．

(cos(θ) + i sin(θ))k+1 = (cos(θ) + i sin(θ))k(cos(θ) + i sin(θ))

= (cos(kθ) + i sin(kθ))(cos(θ) + i sin(θ))

= cos(kθ) cos θ − sin(kθ) sin θ + i (sin(kθ) cos θ + cos(kθ) sin θ)

= cos(k + 1)θ + i sin(k + 1)θ

定理 1.2 オイラーの公式
eiθ = cos θ + i sin θ

証明 ex, sinx, cosxのマクローリン展開は

ex = 1 + x+
x2

2!
+ · · · =

∞∑
n=0

xn

n!

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− · · · =

∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− · · · =

∞∑
n=0

x2n

(2n)!
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であることに注意すると，実数 θ に対して

eiθ = (1 + iθ +
i2θ2

2!
+ · · · )

= (1− θ2

2!
+
θ4

4!
− · · · ) + i(θ − θ3

3!
+
θ5

5!
− · · · )

= cos θ + i sin θ

が成り立つ．

例題 1.3 次の複素数を簡単にせよ．
(
1 + i√

2
)4

解 極形式に直す．
1 + i√

2
=

1√
2
+ i

1√
2

より，r =
√

1
2 + 1

2 = 1, θ = tan−1 1 = π
4 .　したがって，

1 + i√
2

= e
π
4 i

これより，
(
1 + i√

2
)4 = (e

π
4 i)4 = eπi = cosπ + i sinπ = −1

性質
(1) z1 ± z2 = z1 ± z2, z1z2 = z1z2,

z1
z2

= z1
z[2

(2) ℜz = z+z
2 , ℑz = (z−z)

2i

(3) |z1z2| = |z1||z2|, | z1z2 | =
|z1|
|z2| (z2 ̸= 0)

(4) arg(z1z2) = arg z1 + arg z2, arg(
z1
z2
) = arg z1 − arg z2

(5) |z| = |z|, zz = |z|2, arg z = − arg z

(6) ||z1| − |z2|| ≤ |z1 ± z2| ≤ |z1|+ |z2|
(7) z = 0 と |z| = 0 とは同値 (arg 0は不定)

(8) (cos θ + i sin θ)n = cosnθ + i sinnθ (nは定数) ドゥモワブルの定理
(9) 2項方程式 zn = α(= reiθ)の解は次の n個である.

zk = n
√
r

(
cos

θ + 2kπ

n
+ i sin

θ + 2kπ

n

)
(k = 0, 1, 2. . . . , n− 1)

例題 1.4 次の方程式を解け z2 =
1 + i√

2

解 2項方程式の解の公式を利用する．z2 = 1+i√
2
= e

π
4 i 　より，その解は

cos
π/4 + 2kπ

n
+ i sin

π/4 + 2kπ

n
(k = 0, 1)
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練習問題 1.2

1. De Moivreの定理を Eulerの公式を用いて証明せよ．
2. 次の複素数を簡単にせよ．

(a)
(

1−i√
2

)7

(b) (
√
3− i)6

(c) (1+
√
3i)6

(−1+i)10

3. 次の方程式を解け．

(a) z2 = i

(b) z3 = −1

(c) z4 = −1 +
√
3i

4. 次の値を x+ iy の形 (直交形式)で表わせ．

(a) ei
3
4π

(b) e−i 1
6π

(c) e2+iπ

(d) e2−i 3
2π

5. 次の複素数を reiθ の形 (極形式)で表わせ．

(a) −2

(b) i

(c) 1 + i

(d)
√
3− i

(6) |z| = 1であるための必要十分条件は z = eiθ の形に表わせることである．これを証明せよ．
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第 2章

複素関数

2.1 複素関数 (Complex function)

複素平面上の 1 つの領域 D の各点 z = x + yi に対し，1 つの複素数 w = u + vi，u =

u(x, y), v = v(x, y) が対応するとき，w を領域 D で定義された複素関数といい，w = f(z) =

u+ iv = u(x, y) + iv(x, y)と表わす．この領域 D を関数 f(z)の定義域 (domain)という．

例題 2.1 次の関数の定義域を求めよ．(a) w = f(z) = z2, (b) w = f(z) = 1
z

解 (a) w = z2 の定義域 D は全平面で，u = x2 − y2, v = 2xy

(b) w = 1
z の定義域 D は原点を除く全平面で，u = x

x2+y2 , v = −y
x2+y2

複素関数 w = f(z)は z 平面上の点 z を w平面上の点 wに対応させる写像と考えられるから，
写像 w = f(z)ということもある．このとき w を像，z を原像という．
一般には，1つの z に対応する wの値は 1つと限らないが，私の講義では特に断らない限り w

の値がただ 1つ対応する 1価関数だけを扱う．

練習問題 2.1

1. w = z2 のとき，x, y を u, v の関数で表し，z 平面の実軸および虚軸に平行な w 平面のどの
ような曲線に写像されるかを調べよ．
2. 次の関数について u, v を x, y の関数で表せ．

(a) w = z3

(b) w = z
z+1

(c) w = z−i
z+i
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2.2 1次関数 (Complex linear function)

a, b, c, dを複素数の定数とするとき，

w =
az + b

cz + d
(ad− bc ̸= 0)

の形の関数を z の 1次分数関数 (fractional transformation)という．
この関数は，分解すると次の３つの関数の合成であることが分かる．

• w = z + a 複素平面上で平行移動
• w = az (a ̸= 0) 複素平面上で回転と伸縮
• w = 1

z 原点を通る直線は原点を通る直線に，その他の直線は原点を通る円に，原点を通る
円は直線に，その他の円は円に変換される．

練習問題 2.2

1. w = 1
z による次の直線または円の像はどんな直線または円に写されるか．

(a) 単位円 |z| = 1と 2点 P,Qで交わる直線

(b) 単位円に 1点 Pで接する直線

(c) 3点 a(実数)，i，−iを通る円

2. 複素平面上で，次の 1次変換による不変な点を求めよ．

(a) w = 1
z

(b) w = az+b
cz+d (ad− bc ̸= 0)

2.3 初等関数 (Elementary function)

有理整関数 f(z)が多項式のとき，w = f(z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · · + a1z + a0 を有理整
関数という．
有理関数 f(z), g(z)が有理整関数のとき，f(z)

g(z) を有理関数といい，g(z) = 0を満たす点を除い
て定義できる．
注 g(z) = 0を満たす z を零点 (zero point)という．
指数関数

定義 2.1 w = ez = ex(cos y+ i sin y)を指数関数といい，w = ez あるいは w = exp zと表わす．
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定理 2.1 (1) ez1+z2 = ez1ez2 , (ez)n = enz (nは整数)

(2) ez は周期 2πiを持つ．

証明 (1) z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2 とすると，

ez1+z2 = ex1+x2+i(y1+y2)

= ex1+x2(cos (y1 + y2) + i sin(y1 + y2))

= ex1+x2 [cos y1 cos y2 − sin y1 sin y2 + i(sin y1 cos y2 + cos y1 sin y2)]

= ex1+x2 [(cos y1 + i sin y1)(cos y2 + i sin y2)]

= ex1(cos y1 + i sin y1)e
x2(cos y2 + i sin y2)

= ez1ez2

(2) ez+c = ez が成り立つとき，関数 ez は周期 c を持つという．そこで，ez+c = ez とお
くと ezec = ez より ec = 1．c = a + bi とおくと ec = ea+bi = ea(cos b + i sin b) = 1

より ea cos b = 1, ea sin b = 0．これより a = 0, cos b = 1, sin b = 0．これを満たす b は
b = 2nπ(n = 0,±1,±2, . . .)．したがって，ez は周期 2πiを持つ．

例題 2.2 次の式を満たす複素数を求めよ．ez = −1

解ここでは ez = ex(cos y + i sin y)を用いる．ez = −1より，ex(cos y + i sin y) = −1. ここで，

実部と虚部どうしが等しいことに注意すると，次の連立方程式を得る．
{

ex cos y = −1

ex sin y = 0

ここで，cos2 y+sin2 y = 1であることに注意すると，e2x cos2 y+e2x sin2 y = e2x = 1. よって，
2x = 0．　つまり，x = 0となる．これをもとの連立方程式に代入すると，cos y = −1, sin y = 0

となる．これより，y = π + 2nπ(n = 0,±1,±2, . . .). よって，求める z は，

z = x+ iy = (π + 2nπ)i

練習問題 2.3

1. 次の式を満たす複素数を求めよ．

(a) ez = 1

(b) ez = i

(c) ez = −2

2. 次の値を u+ iv の形で表せ．

(a) sin 2i

(b) sin
(
π
2 + i

)
(c) cos

(
π
3 − i

)
(d) tan

(
π
6 + 2i

)
(e) sin(iy)
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(f) cos(iy)

3. 次の公式を証明せよ．

(a) 1 + tan2 z = 1
cos2 z

(b) sin (−z) = − sin z

(c) cos(−z) = cos z

4. sin z について次のことが成り立つことを示せ．sin z は周期 2π を持つ
5. tan z の周期を求めよ．

2.4 初等関数の逆関数 (Inverse function of elementary function)

対数関数 複素変数の指数関数の逆関数を複素変数の対数関数 (logarithmic function)とい
う．つまり，複素変数 z と w の間に

z = ew

の関係があるとき，
w = log z

と定義する．ただし，指数関数は周期 2πiを持っているので，

z = reiθ = rei(θ+2kπ)

となり，
w = log z = log r + i(θ + 2kπ)

となる．したがって，対数関数 log z は，1つの複素数 z に対して無限個の異なる値が対応する．
すなわち無限多価関数である．log z の主値または主分岐は

log z = log z + iθ, 0 ≤ θ < 2π

で与えられるが，長さ 2π の区間なら他の区間でもよい．例えば −π < θ ≤ π．

例題 2.3 log−5の値を求めよ．

解 log z = loge r + i(θ + 2nπ)(n = 0,±1,±2, . . .)を用いる．

log (−5) = loge | − 5|+ i(π + 2nπ) = loge 5 + (2n+ 1)πi

練習問題 2.4

1. z1/2 は 2つの分岐を持つことを示せ．
2. 次の値を全て求めよ．

(a) log 2
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(b) log (−1)

(c) log i

(d) log(1 + i)

3. 次の値を a+ biの形で表せ．

(a) (−1)i

(b) ii

(c) 2i

(d) 21+i

4. 次の公式を証明せよ．

(a) sin−1 z = 1
i log (iz ±

√
1− z2)

(b) tan−1 z = 1
2i log

1+iz
1−iz

(5) 次の値を求めよ．

(a) cos−1 1

(b) sin−1 2

(c) cos−1 i
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第 3章

正則関数

3.1 極限と連続 (Limit and continuity)

z0 の近傍 0 < |z − z0| < A で定義された w = f(z) において，|z − z0| → 0 に対して
|w − w0| → 0となるとき，つまり任意の正の数 ε > 0に対して，0 < δ < Aなる適当な δ が定
まり，0 < |z − z0| < δ なるすべての z に対して |w − w0| < εが成り立つとき，f(z)は極限値
w0 をもつといい，limz→z0 f(z) = w0 と書く．
注 z → z0 の方向は無数にあるが，どんな方向から z0 に近づいても，w → w0 となることで
ある．
limz→z0 |w| = +∞のとき limz→z0 f(z) = ∞と定める．実関数の場合，+∞と −∞と 2つ
の場合があったが，上の定義より複素関数の場合は +∞の場合しかない．

定理 3.1 limz→z0 f(z) = A, limz→z0 f(z) = B が存在して有限ならば
(1) limz→z0{f(z)± g(z)} = A±B = limz→z0 f(z)± limz→z0 g(z)

(2) limz→z0{f(z) · g(z)} = AB

(3) limz→z0{
f(z)
g(z)} = A

B (B ̸= 0)

領域 D で定義された w = f(z)において，D 内の点 z0 で limz→z0 f(z) = f(z0)が成り立つ
とき，つまり任意の正の数 ε > 0に対して適当な δ > 0が定まって，|z − z0| < δ なる全ての z

に対して |f(z)− f(z0)| < εが成り立つとき，f(z)は z0 で連続であるという．
f(z)が領域 D の各点で連続のとき，f(z)は D で連続であるという．

定理 3.2 (1) f(z)，g(z)が z0で連続であれば，f(z)±g(z), f(z)·g(z), f(z)/g(z) (ただし g(z0) ̸=
0)はいずれも z0 で連続である．
(2) F (w)は w = w0 で連続，w = f(z)は z0 で連続で，w0 = f(z0)ならば合成関数 F (f(z))

は z0 で連続である．

例題 3.1 次の f(z)に対し，limz→0 f(z)を調べよ．
(1) f(z) = z̄

z
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(2) f(z) = 1
z

(3) f(z) = z2

z

解 (1) f(z) = z̄
z = x−iy

x+iy であるから，z が直線 y = mxに沿って z → 0のとき f(z) = 1−im
1+im

はmの価によって異なる価をとる．よって，limz→0 f(z)は存在しない．
(2) limz→0 |f(z)| = limz→0

1
|z| = +∞．よって limz→0

1
z = ∞

(3) z ̸= 0のとき，f(z) = z2

z = z．よって limz→0 f(z) = limz→0 z = 0.

練習問題 3.1

1. 次の点集合は領域であるかどうか調べよ．

(a) z 平面から原点 Oを除いた集合
(b) {z : ℜz > 0}
(c) {z : ℑz ≥ 0}
(d) {z : 1 < |z| < 2}

2. 次の極限値を求めよ．

(a) lim
z→i

(z2 + 2z)

(b) lim
z→ i

2

(2z − 3)(z + i)

(iz − 1)2

(c) lim
z→1+i

z − 1− i

z2 − 2z + 2

(d) lim
z→eiπ/4

z2

z4 + z + 1

3. 次の関数が連続でない点を求めよ．

(a) z2

(b) ez

(c) 2z
z+i

(d) 2z−3
z2+2z+2

(e) z+1
z4+1

(f) z2+4
z−2i

(g) f(z) =

{
z2+4
z−2i (z ̸= 2i)

4i (z = 2i)
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3.2 正則関数 (analytic function,holomorphic function)

3.2.1 微分係数と導関数
領域 D で定義された w = f(z)に対し，D 内の点 z0 で

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
= lim

∆z→0

f(z0 +∆z)− f(z0)

∆z

が存在し，その絶対値が有限であるとき，f(z)は z0 において微分可能 (differentiable)である
といい，この極限値を f ′(z0)で表わし f(z)の z0における微分係数 (coefficient of derivative)

という．
D 内のすべての Z で微分可能なとき，微分係数 f ′(z)は D における z の関数である．これを

w = f(z)の導関数といい，dw
dz , w

′, f ′(z)などで表わす．

定理 3.3 (1) D において f(z), g(z)が微分可能ならば次のことが成り立つ
(i) {f(z)± g(z)}′ = f ′(z)± g′(z)}
(ii) {f(z) · g(z)}′ = f ′(z)g(z) + f(z)g′(z)

(iii) { f(z)
g(z)}

′ = f ′(z)g(z)−f(z)g′(z)
{g(z)}2

(2) F (w)が w について微分可能，w = f(z)が z について微分可能ならば，合成関数 F (f(z))

は z について微分可能で，dF (w)
dz = dF (w)

dw · df(z)
dz が成り立つ．

(3) f(z)が微分可能ならば，f(z)は連続である．

3.2.2 コーシー・リーマン関係式 (Cauchy-Riemann differential equation)

領域 D で定義された関数 f(z) = u(x, y) + iv(x, y)が D 内の点 z0 = x0 + iy0 で微分可能だ
とする．このとき，y を一定に保ちながら ∆z を 0に近づけると

f ′(z) = lim
∆x→0

f(z0 +∆x)− f(z0)

∆x
=
∂f

∂x
=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

同様に，xを一定に保ちながら ∆z を 0に近づけると

f ′(z) = lim
∆y→0

f(z0 + i∆y)− f(z0)

i∆y
= −i∂f

∂y
= −i∂u

∂y
+
∂v

∂y

これより，
f ′(z) =

∂f

∂x
= −i∂f

∂y

実部と虚部を比較すると，
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,
∂v

∂x
= −∂u

∂y

という式を得る．この式をコーシー・リーマンの関係式 (Cauchy-Riemann differential

equation)という．
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定理 3.4 領域Dで定義された関数 f(z) = u(x, y) + iv(x, y)がD内の点 z0 = x0 + iy0 で微分
可能であるための必要十分条件は，u(x, y), v(x, y)が点 (x0, y0 で全微分可能で

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,
∂v

∂x
=
∂u

∂y

が成り立つことである．このとき，

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

f(z)がその定義域Dのすべての点で微分可能なとき，f(z)はDで正則 (analytic)であると
いう．
Z 平面全体 (|z| <∞)で正則な関数を整関数という．
注 1． 点 z0 で正則というときは，z0 だけでなくその近傍を含めて正則なことを意味する．
注 2． f(z)が正則ならば，(微分可能であるから)連続である．

定理 3.5 f(z) = u + iv が D で正則のとき，u, v の第 2次偏導関数も連続とすれば，u, v は調
和関数 (harmonic function)である．すなわち Laplaceの微分方程式を満たす．

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, ∆v =

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 0

注 u, v が連続な第 2次偏導関数をもつことを仮定したが，正則関数は何回でも微分可能なこ
とが別に証明されているから，この仮定はいらない．

定理 3.6 領域 D で u(x, y), v(x, y)が Cauchy-Riemannの方程式を満たし，かつ連続な偏導関
数をもてば，f(z) = u+ iv は D で正則である．

注 定理 3.4の十分条件を強くしたもので，正則性の判定に有効である．

例 3.1 w = z2 = x2 − y2 + 2ixy では u = x2 − y2, v = 2xy が多項式で，その書く偏導関数も
連続であり，ux = 2x = vy, uy = −2y = −vx であるから，定理 3.6より w = z2 は全平面で正
則である．

例 3.2 w = z̄ = x − iy では，u = x, v = −y で ux = 1 と vy = −1 とが等しくないから，
Cauchy-Riemannの方程式 (正則の必要条件)が成り立たない．よって，w = z̄ は正則ではない．

例題 3.2 f(z)が正則で f ′(z) ≡ 0なら，f(z)は定数であることを証明せよ．

解 f(z) = u(x, y) + iv(x, y)が正則であるから定理 3.4によって

f ′(z) = ux + ivx = vy − iuy

仮定より f ′(z) ≡ 0であるから，ux ≡ 0, uy ≡ 0, vx ≡ 0, vy ≡ 0．ゆえに u(x, y), v(x, y)はい
ずれも定数．したがって，f(z) = u+ iv も定数である．
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例題 3.3 次の関数 u = u(x, y) は調和関数であることを示し，これを実部にもつ正則関数
w = u+ iv を求めよ．
(1) u = xy (2) u = (x− y)(x2 + 4xy + y2)

解 (1) ux = y, uy = x, uxx = uyy = 0より uxx + uyy = 0．ゆえに u = xy は調和関数．次
に，w = u+ iv は正則であるから Cauchy-Riemannの関係式から

ux = vy = y, uy = −vx = x

を満たす．そこで最初の式を y について積分すると

v =

∫
vydy =

∫
ydy =

y2

2
+ ϕ(x)

を得る．ここで ϕ(x)は xだけの関数である．これをあとの式に代入すると ϕ′(x) = −x．よっ
て ϕ(x) = −x2

2 + c1．これより v = y2−x2

2 + c1．したがって

w = u+ iv = xy + i

(
y2 − x2

2
+ c1

)
=

−i
2
(x2 − y2 + 2xyi) + ic1 = − i

2
z2 + c (c = c1)

(2) u = x3 + 3x2y − 3xy2 − y3 より，ux = 3x2 + 6xy − 3y2, uy = 3x2 − 6xy − 3y2,

uxx = 6x + 6y, uyy = −6x − 6y．これより，uxx + uyy = 0．よって，u は調和関数．次に，
w = u+ iv は正則であるから Cauchy-Riemannの関係式から

ux = vy = 3x2 + 6xy − 3y2, uy = −vx = 3x2 − 6xy − 3y2

を満たす．そこで最初の式を y について積分すると

v =

∫
vydy =

∫
ydy = 3x2y + 3xy2 − y3 + ϕ(x)

を得る．ここで ϕ(x) は x だけの関数である．これをあとの式に代入すると ϕ′(x) = −3x2．
よって ϕ(x) = −x3 + c1．これより v = 3x2y + 3xy2 − y3 − x3 + c1．したがって

w = u+ iv = x3 + 3x2y − 3xy2 − y3 + i(3x2y + 3xy2 − y3 − x3 + c1)

= x3 + 3x2y − 3xy2 − y3 + i(3x2y + 3xy2 − y3 − x3) + ic1

= (1− i)(x+ iy)3 + ic1 = (1− i)z3 + c

練習問題 3.2

1. 次の関数を微分せよ．

(a) z3ー 2z2 + 3z

(b) (z2 + i)3

(c) z−i
z+i

2. 次の関数を微分せよ．
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(a) tanz

(b)
1

cos z
(c)

√
z2 + 1

(d) sin2 z

(e) log(z2 + 4i)

(f) icos z

(g) sin−1 (z − i)

(h) log(z +
√
z2 + 1)

(i) log(sin−1 z)

(j) zz

3. z = x+ iy とするとき，次の関数の正則性を調べ，正則ならばその導関数を求めよ．

(a) x− iy

(b) x2 − y2 + 2ixy

(c) (x2 − y2 − 3x+ 2) + i(2xy − 3y)

(d)
x+ iy

x2 + y2
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第 4章

複素積分

4.1 線積分とグリーンの定理 (Line integral and Green’s theorem)

P (x, y)と Q(x, y)が x, y の実関数で曲線 C 上の全ての点で連続であるとする．このとき，曲
線 C に沿った P dx+Q dy の線積分は∫

C

[P (x, y) dx+Q(x, y) dy]

で定義される．ここで，曲線 C が滑らかで，媒介変数表示 x = ϕ(t), y = ψ(t), t1 ≤ t ≤ t2 が可
能なとき，線積分は ∫ t2

t1

[P (ϕ(t), ψ(t)) dt+Q(ϕ(t), ψ(t)) dt]

で与えることができる．

定理 4.1 (グリーンの定理) C を単一閉曲線とし，Ω をその周および内部からなる閉領域とす
る．関数 P (x, y), Q(x, y)が Ωで連続な偏導関数をもつとき，∫

C

Pdx+Qdy =

∫∫
Ω

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
) dx dy

解説 Ω = {(x, y) : a < x < b, y1(x) < y < y2(x)}の場合について示す．
曲線 C1 を y1(x), 曲線 C2 を y2(x)とすると，曲線 C は C = C1 − C2 と表せる．∫
C
Pdx = −

∫∫
Ω

∂P
∂y dxdy を示す．∫∫

Ω

∂P

∂y
dxdy =

∫ b

a

∫ y2(x)

y1(x)

∂P

∂y
dxdy

=

∫ b

a

(P (x, y2(x))− P (x, y1(x)))dx = −
∫ b

a

(P (x, y1(x))− P (x, y2(x)))dx

= −
(∫

C1

P (x, y)dx−
∫
C2

P (x, y)dx

)
= −

∮
C

P (x, y)dx

練習問題 4.1
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1. 次の線積分を求めよ．

(a)
∫
c
ydx, C : y = 1− x, 0 ≤ x ≤ 1

(b)
∫
c
x2dy, C : y = 1− x, 0 ≤ x ≤ 1

(c)
∫
c
(xydx− y2dy), C : y = x2, −1 ≤ x ≤ 1

(d)
∫
c
(xydx− x3dy), C : x = cos θ, y = sin θ, 0 ≤ θ ≤ 2π

2. 媒介変数 tに関する次の線積分を求めよ．

(a)
∫
c
(x2 + y)dt, C : x =

√
t, y = 1− t2, 0 ≤ t ≤ 1

(b)
∫
c
xy2dt, C : x = sin t, y = sin2 t, 0 ≤ t ≤ π

2

3. Greenの定理を用いて次の線積分の値を求めよ．

(a)
∫
c
(x2ydx− xy2dy), C : 単位円周

(b)
∫
c
(ydx+ 2xdy), C : 第 1象限にある四分円の周

4.2 複素積分 (Complex integral)

z 平面上の曲線 C を含む領域を Ωとし，f(z)を Ωで定義された連続関数とする．

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

とおくとき，

f(z)
dz

dt
= (u(x, y) + iv(x, y))(

dx

dt
+ i

dy

dt
)

= u
dx

dt
− v

dy

dt
+ i(v

dx

dt
+ u

dy

dt
)

となる．ここで，最後の式の第１項は媒介変数 tの関数であるが，積分∫ β

α

u(x(t), y(t))
dx

dt
dt =

∫
C

u dx

は媒介変数に関係のない，xに関する曲線 C に沿っての関数 uの線積分である．残りの項につ
いても同様に考えると，次の積分∫

C

u dx−
∫
C

v dy + i(

∫
C

v dx+

∫
C

u dy)

が考えられる．これを関数 f(z)の曲線 C に沿っての積分といい，∫
C

f(z) dz

で表す．これは，複素数の範囲で与えられているから，特に複素積分という．
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練習問題 4.2

1 単位円を 1周する曲線 C に沿って ∫
C
z cos zdz を求めよ．

2 関数 z̄ を点 0, 1, 1 + i, iを頂点とする正方形の辺および対角線に沿って 0から 1 + iまで積分
せよ．

4.3 コーシーの積分定理 (Cauchy’s integral theorem)

定理 4.2 (コーシーの積分定理) 領域 Ωで関数 f(z)が正則であるとき，Ω内の任意の単一閉曲
線を C とし，C で囲まれた領域 Ω1 が Ωの内部にあるとすれば，常に∫

C

f(z) dz = 0

解説 f ′(z) が連続の場合 f(z) = u(x, y) + iv(x, y) とおくと，f(x)dz = (u + iv)(dx + idy) =

(udx− vdy) + i(vdx+ udy). これより，∫
C

f(z)dz =

∫
C

udx− vdy + i

∫
C

vdx+ udy

ここで，Greenの定理を用いると∫
C

udx− vdy =

∫∫
Ω

(−∂v
∂x

− ∂u

∂y
)

また，f(z) は正則よりコーシー・リーマン (
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,
∂v

∂x
= −∂u

∂y
) の関係式が成り立つので，∫

C
udx− vdy = 0. 同様に，∫

C

vdx+ udy =

∫∫
Ω

(
∂u

∂x
− ∂v

∂v
) = 0

練習問題 4.3

1． 次の定理を証明せよ．

(a) 関数 f(z)が領域Dで正則であり，2点 a, bを結ぶ 2つの曲線 C1, C2 がD内にあり，か
つ C1, C2 で囲まれた領域が D 内にあれば，∫

c1

f(z)dz =

∫
c2

f(z)dz

である．
(b) 2つの単一閉曲線 C1, C2 で囲まれた領域 D で f(z)が正則ならば，∫

C1

f(z)dz =

∫
C2

f(z)dz

2. 次の関数を，示された閉曲線に沿って積分せよ．
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(a) 1
z2+1 , C : 原点を中心とし，半径 r > 1の円周

(b) z
(2z+i)(z−2) , C : 単位円

(c) 1
z4 , C : 原点を中心とし，半径 r > 1 の円の上半円周と，実軸上の直径

3. 次の積分を求めよ．積分路は下端と上端を結ぶ線分とする．

(a)
∫ 1

i
z2 dz

(b)
∫ i

0
zez dz

(c)
∫ 1+i

0
z

z+1 dz

(d)
∫ i

0
1√

1−z2
dz

4. 次の関数が調和関数であることを証明し，それを実部にもつような正則関数を作れ．

(a) u = x2 − y2

(b) u = ex cos y

(c) u = cosx sinh y

(d) u = 1
2 loge(x

2 + y2)

4.4 コーシーの積分表示 (Cauchy’s integral formula)

定理 4.3 (正則関数の積分表示) 関数 f(z)が領域 Ωで正則であるとする．Ω内に単一閉曲線 C

があり，C の内部も Ω に含まれているとき，C の内部の任意の点 a に対して次の公式が成り
立つ．

f(a) =
1

2πi

∫
C

f(z)

z − a
dz

f (n)(a) =
n!

2πi

∫
C

f(z)

(z − a)n+1
dz

解説 f(z) = f(a) + (f(z)− f(a))と書き直す．ここで，∫
C

f(z)

z − a
dz =

∫
C

f(a)

z − a
dz +

∫
C

f(z)− f(a)

z − a
dz

閉曲線 C の内部に点 a を含む半径 ε の円を用意すると，z − a = εeiθ と表せる．これより，
dz = εieiθ となり ∫

C

f(a)

z − a
dz =

∫ 2π

0

f(a)εieiθ

εeiθ
dθ = if(a)2π

残りは，∫
C

f(z)−f(a)
z−a dz = 0を示せばよい．f(z)が連続より |z−a| < δのとき |f(z)−f(a)| < ε

となる δ が存在する．そこで，点 aの周りの円K の半径 ρを δ より小さくなるようにとると∫
K

|f(z)− f(a)

z − a
|dz <

∫
K

ε

ρ
dz
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これより，
|
∫
K

f(z)− f(a)

z − a
dz| < ε

ρ
2πρ = 2πε

εは限りなく小さくとれるので，∫
C

f(z)−f(a)
z−a dz = 0

練習問題 4.4

1． 次の定理を証明せよ．

f (n)(a) =
n!

2πi

∫
C

f(z)

(z − a)n+1
dx (n = 1, 2, 3, . . .)

2. 次の積分を求めよ．

(a)
∫
|z|=3

ez

z−2 dz

(b)
∫
|z|=1

ez

z−2 dz

(c)
∫
|z|=3

sin2 z
z dz

(d)
∫
|z|=3

e3z

2z−πi dz

(e)
∫
|z|=1

e3z

2z−πi dz

(f)
∫
|z|=3

cos z
z2+1 dz

(g)
∫
|z|=1

ez

z4 dz

(h)
∫
|z|=3

sin z
(2z−π)3 dz

(i)
∫
|z|=1

sin z
(2z−π)3 dz
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第 5章

展開と留数

5.1 ローラン展開 (Laurant expansion)

定理 5.1 (ローラン展開) C1, C2 を中心とする同心円，それらの半径を r1, r2 とし，C を C1 と
C2 の間の任意の同心円とする．関数 f(z)が C1 と C2 で囲まれた円環状領域 r2 ≤ |z − a| ≤ r1

で１価で正則であるとき，r2 < |z − a| < r1 である任意の z に対して

f(z) =

∞∑
n=−∞

cn(z − a)n

= · · ·+ c−m

(z − a)m
+ · · ·+ c−2

(z − a)2
+

c−1

z − a

+ c0 + c1(z − a) + · · ·+ cn(z − a)n + · · ·

と展開される．ここで，各項の係数は

cn =
1

2πi

∫
C

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ (n = 0,±1,±2, · · · )

練習問題 5.1

1． 関数 f(z) = 1
z2−3z+2 に付いて次の各領域の点について，原点を中心としたローラン展開

せよ

(a) |z| < 1

(b) a < |z| < 2

(c) |z| > 2

2. 次の関数を，[ ] 内の点を中心としてローラン展開せよ．また，その中心はどのような特異
点か．

(a) 1
z3(z+1) [z = 0]

(b) z3

(z+1) [z = −1]
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(c) ez
2

z3 [z = 0]

(d) sin z
z−π [z = π]

5.2 留数 (Residue)

点 aを中心とする f(z)のローラン展開は，整級数の部分を g(z)とおいて，

f(z) = g(z) +
c−1

z − a
+

c−2

(z − a)2
+ · · ·+ c−n

(z − a)n
+ · · ·

と書くことができる．C を中心 aの円にとるとき，g(z)は正則であるから，∫
C
g(z) dx = 0で

ある．一方，主要部の級数は C 上で収束する．したがって，f(z)のローラン展開を C に沿って
項別積分すると， ∫

C

1

(z − a)n
dz =

∫ 2π

0

iεeiθ dθ

εneinθ

=
i

εn−1

∫ 2π

0

e(1−n)iθ dθ

=

{
iθ |2π0 (n = 1)

i
εn−1

e(1−n)iθ

(1−n)i |2π0 (n > 1)

=

{
2πi (n = 1)
0 (n > 1)

練習問題 5.2

1． 次の関数の特異点における留数を求めよ．

(a) 1
z(z−1)2

(b) z
(2z+1)(z−2)

(c) 1
sin z

(d) ez

(z−1)(z+2)2

2. 次の積分を求めよ．

(a)
∫
|z|=2

dz
z(z−1)2

(b)
∫
|z|=1

z
(2z+1)(z−2) dz

(c)
∫
|z|=1

dz
sin z

(d)
∫
|z|=3

ez

(z−1)(z+2)2 dz

3. e2z

z2(z2+2z+2) を次の曲線に沿って積分せよ．

(a) |z| = 1
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(b) |z − i| = 2

(c) |z| = 3

5.3 実積分への応用 (Apllication to real integrals)

練習問題 5.3

1． 次の関数の特異点における留数を求めよ (mは正の実数)．

(a)
∫∞
−∞

1
x2+x+1 dx

(b)
∫∞
0

1
(x2+1)(x2+4) dx

(c)
∫ 2π

0
1

2+sin θ dθ

(d)
∫ 2π

0
1

(2+sin θ)2 dθ

(e)
∫∞
0

cos x
(x2+1)2 dx

(f)
∫∞
0

x sinmx
x2+1 dx

(g)
∫∞
0

sin x
x(x2+1)2 dx

(h)
∫∞
0

1−cosmx
x2 dx

2. 次の積分を [ ]内に示された複素積分によって求めよ (aは正の定数)．

(a)
∫∞
0

loge x
x2+a2 dx [

∫
c

log z
z2+a2 dz,Cは図 19.5

(b)
∫∞
0

(loge x)2

(x+a)3 dx [
∫
c
(log z)3

(z+a)2 dz,Cは図 19.7
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付録 A

演習問題詳解

1.1 複素数と複素平面
1.

2.

(a) z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2 とおくと，

¯z1 + z2 = ¯x1 + iy1 + x2 + iy2 = x1 + x2 + i(y1 + y2)

= x1 + x2 − i(y1 + y2) = x1 − iy1 + x2 − iy2 = z̄1 + z̄2

(b) z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2 とおくと，

¯z1z2 = ¯(x1 + iy1)(x2 + iy2) = ¯x1x2 − y1y2 + i(x1y2 + x2y1)

= x1x2 − y1y2 − i(x1y2 + x2y1) = (x1 − iy1)(x2 − iy2)

= z̄1z̄2

(c) z = x+ iy とおくと，
z + z̄

2
=
x+ iy + x− iy

2
= x = Rez

3.

(a)

ℜz = z + z̄

2
≤ |z|+ |z|

2
= |z|

(b) 距離が絡んだら 2乗を考える．

|z1 + z2|2 = (z1 + z2) ¯z1 + z2 = |z1|2 + z1z̄2 + z̄1z2 + |z2|2

= |z1|2 + 2ℜz1z̄2 + |z2|2 ≤ |z1|2 + 2|z1||z2|+ |z2|2

= (|z1|+ |z2|)2

両辺の平方根をとると |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|
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(c) ℜz ≤ |z|より −|z| ≤ −ℜz に注意する．

||z1| − |z2||2 = |z1|2 − 2|z1||z2|+ |z2|2 ≤ |z1|2 − 2ℜz1z̄2 + |z2|2 ≤ |z1 − z2|2

したがって，||z1| − |z2|| ≤ |z1 − z2|
4.

(a) 直交形式から極形式は r =
√
x2 + y2 , θ = tan−1 y

x ただし，−π < θ ≤ pi．
−1 + iを極形式に変換するには，r =

√
(−1)2 + 12 =

√
2と θ = tan−1 −1 = −π

4 を求めれ
ばよい．これより

−1 + i =
√
2e−πi/4

(b) 直交形式から極形式は r =
√
x2 + y2 , θ = tan−1 y

x ただし，−π < θ ≤ π．
3−

√
3iを極形式に変換するには，r =

√
(3)2 + (

√
3)2 =

√
12 = 2

√
3と θ = tan( −

√
3

3 ) = −π
6

を求めればよい．これより
3−

√
3i = 2

√
3e−πi/6

(c) 直交形式から極形式は r =
√
x2 + y2 , θ = tan−1 y

x ただし，−π < θ ≤ π．

−1 = −1 + 0i = eπ

(d) 直交形式から極形式は r =
√
x2 + y2 , θ = tan−1 y

x ただし，−π < θ ≤ π．

2i = 0 + 2i = 2eπ/2

5.

(a) arg z とは x軸と原点から点 z に引いた直線のなす角である．よってこれが一定ということ
は，点 z の集まりは原点から x軸と一定の角をなす点となるので，直線である．
別解 arg z = 一定とはある定数 cで tan−1 (y/x) = cのことである．よって y

x = tan cより
y = tan cxつまり，原点から放たれた直線である．
(b) |z| = 一定とは原点からの距離が一定のことである．したがって円を描く．
別解 |z| =

√
x2 + y2 より |z| = 一定ならば，

√
x2 + y2 = c．よって x2 + y2 = c2 で円．

(c) |z − 1|とは点 1からの距離．また，|z − i|とは点 iからの距離．この 2つが等しい点の集
まりは，点 1と点 iを通る垂直 2等分線である．
別解 |z−1| =

√
(x− 1)2 + y2，|z− i| =

√
x2 + (y − 1)2 より |z−1| = |z− i|を書き直すと√

(x− 1)2 + y2 =
√
x2 + (y − 1)2

これより
(x− 1)2 + y2 = x2 + (y − 1)2 ⇒ 2x− 2y = 0 ⇒ y = x

(d) |z − 2i|とは点 2iからの距離．よって |z − 2i| = 3は中心 2iで半径が 3の円を描く．
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別解 |z − 2i| =
√
x2 + (y − 2)2 より |z − 2i| = 3を書き直すと

x2 + (y − 2)2 = 32

これより中心 2iで半径が 3の円であることが分かる．
(e) |z + 3| とは |z − (−3)| のことであるから点 (-3) からの距離．|z − 1| は点 1 からの距離．
よって |z+3| = 3|z− 1|は点-3からの距離が点 1からの距離の 3倍になっている点 z の集まり．
このような点は点-3と点 1を結ぶ直線を 3:1に内分する点と外分する点を直径とする円を描く．
この円をアポロ二ウスの円という．
別解 |z + 3| =

√
(x+ 3)2 + y2，3|z − 1| = 3

√
(x− 1)2 + y2 より |z + 3| = 3|z − 1|を書き

直すと
(x+ 3)2 + y2 = 9[(x− 1)2 + y2]

この式を整理すると
8x2 − 18x+ 8y2 = 0

または，
8[(x− 9

8
)2 + y2] =

81

8

よって中心 9
8 で半径が 9

2
√
2
の円であることが分かる．

1.2 ドゥモワブルの定理とオイラーの公式
1.

オイラーの公式より eiθ = cos θ + i sin θ．これより全ての実数 nに対して
(cos θ + i sin θ)n = (eiθ)n = einθ = cosnθ + i sinnθ

が成り立つ．
2.

(a) 累乗を含んでいる場合，括弧の中を一度極形式に直すとよい．
1− i√

2
=

1√
2
− i

1√
2

より r =
√

1
2 + 1

2 = 1, θ = tan−1 −1 = −π
4．したがって

1− i√
2

= e−
π
4 i

これより (
1− i√

2

)7

= (e−
π
4 i)7 = e−

7π
4 i = e

π
4 i

= cos
π

4
+ i sin

π

4
=

1 + i√
2
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(b) 累乗を含んでいる場合，括弧の中を一度極形式に直すとよい．
√
3− i = 2e−

π
6 i

これより (√
3− i

)6

= (2e−
π
6 i)6 = 64e−πi

= 64[cosπ − i sinπ] = −64

(c) 累乗を含んでいる場合，括弧の中を一度極形式に直すとよい．

(1 +
√
3i)6

(−1 + i)10
=

(2eπi/3)6

(
√
2e3πi/4)10

=
26e2πi

25e15πi/2
= 2e2πi−15πi/2 = 2e−11πi/2 = 2eπi/2 = 2i

3.

(a) 2項方程式の根の公式を利用する
z2 = i = eπi/2 から根は cos π/2+2kπ

2 + i sin π/2+2kπ
2 (k = 0, 1)

(b) 2項方程式の根の公式を利用する
z3 = −1 = eπi から根は cos π+2kπ

3 + i sin π+2kπ
3 (k = 0, 1, 2)

(c) 2項方程式の根の公式を利用する
z4 = −1 +

√
3i = 2e2πi/3 から根は 21/4[cos 2π/3+2kπ

4 + i sin 2π/3+2kπ
4 ] (k = 0, 1, 2, 3)

4.

(a) 極形式を直交形式に直すには，x = r cos θ, y = r sin θ を用いればよい．

ei
3
4π = cos 3π/4 + i sin 3π/4 = − 1√

2
+

i√
2

(b) 極形式を直交形式に直すには，x = r cos θ, y = r sin θ を用いればよい．

e−i 1
6π = cosπ/6− i sinπ/6 =

√
3

2
− i

1

2

(c) 極形式を直交形式に直すには，x = r cos θ, y = r sin θ を用いればよい．

e2+iπ = e2eiπ = e2[cosπ + i sinπ] = −e2

(d) 極形式を直交形式に直すには，x = r cos θ, y = r sin θ を用いればよい．

e2−i 3
2π = e2e−i 3

2π = e2[cos 3π/2− i sin 3π/2] = e2i

5.

(a) 直交形式を極形式に直すには r =
√
x2 + y2 , θ = tan−1 y

x ただし，−π < θ ≤ π．
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−2 = −2 + 0i =
√
22 + 02eπi = 2eπi

(b) 直交形式を極形式に直すには r =
√
x2 + y2 , θ = tan−1 y

x ただし，−π < θ ≤ π．

i = 0 + i =
√

0 + 12eπi/2 = eπi/2i

(c) 直交形式を極形式に直すには r =
√
x2 + y2 , θ = tan−1 y

x ただし，−π < θ ≤ π．

1 + i =
√
12 + 12eπi/4 =

√
2eπi/2

(d) 直交形式を極形式に直すには r =
√
x2 + y2 , θ = tan−1 y

x ただし，−π < θ ≤ π．

√
3− i =

√√
3
2
+ (−1)2e−πi/6 = 2e−πi/6

6. まず，|z| = 1ならば z = eiθ であることを示す．
z = reθ とおくと，|z| = 1より

|reiθ| = |r||eiθ| = |r| = 1

r ≥ 0より r = 1となり z = eθ であることが示せた．
次に，z = eiθ ならば，|z| = 1を示す．

|z| = |eiθ| = | cos θ + i sin θ| =
√

cos θ2 + sin θ2 = 1

2.1 複素数の関数
1. z = x+ iy，w = u+ iv より w = z2 を計算すると

w = z2 = (x+ iy)2 = x2 − y2 + i(2xy) = u+ iv

これより u = x2 − y2，v = 2xy となる．次に，この式を x, y について解く．v = 2xy より
y = v

2x．これを u = x2 − y2 に代入すると

u = x2 − (
v

2x
)2 = x2 − v2

4x2

両辺を 4x2 倍すると
4x4 − 4x2u− v2 = 0

これは x2 についての 2次式と考えることができる．つまり x2 = X とおく．よって，解の公式
から

x2 =
2u±

√
4u2 + 4v2

4
=
u±

√
u2 + v2

2
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ここで，xは実部であることに注意すると，

x2 =
u+

√
u2 + v2

2

これより

x = ±

√
u+

√
u2 + v2

2

を得る．次に y を求める．u = x2 − y2 より

y2 = x2 − u =
u+

√
u2 + v2

2
− u =

−u+
√
u2 + v2

2

よって

y = ±

√
−u+

√
u2 + v2

2

次に z 平面の実軸に平行な直線 y = ±b (b > 0)がどんな曲線に写されるか考える．上の式か
ら y = ±bは

y = ±b = ±

√
−u+

√
u2 + v2

2

を満たす．よって
b2 =

−u+
√
u2 + v2

2

となり v2 = 4b2(b2 + u)という放物線に写される．
同様に，z 平面の虚軸に平行な直線 x = ±a (a > 0)は

x = ±a = ±

√
u+

√
u2 + v2

2

を満たす．よって
a2 =

u+
√
u2 + v2

2

となり v2 = 4a2(a2 − u)という放物線に写される．
2.

(a) z = x+ iy，w = u+ iv とおくと

u+ iv = z3 = (x+ iy)3 = x3 − 3xy2 + i(3x2y − y3)

より u = x3 − 3xy2, v = 3x2y − y3．
(b) z = x+ iy，w = u+ iv とおくと

u+ iv =
z

z + 1
=
z(z̄ + 1)

|z + 1|2
=

|z|2 + z

|z + 1|2
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ここで，|z|2 = x2 + y2 に注意すると

u+ iv =
x2 + y2 + x+ iy

(x+ 1)2 + y2

したがって，u = x2+y2+x
(x+1)2+y2 , v = y

(x+1)2+y2．
(c) z = x+ iy，w = u+ iv とおくと

u+ iv =
z − i

z + i
=

(z − i)(z − i)

|z + i|2
=

(x+ i(y − 1))2

|z + i|2

ここで，|z + i|2 = x2 + (y + 1)2 に注意すると

u+ iv =
x2 − (y − 1)2 + 2ix(y − 1)

x2 + (y + 1)2

したがって，u = x2−(y−1)2

x2+(y+1)2 , v = 2x(y−1)
x2+(y+1)2．

１次関数
1.

(a) w = 1
z は単位円 |z| = 1に関して，点 z を反転して z1 をとり，さらに実軸に関して z1 を対

称変換する．
2 点 P，Q は単位円上にあるので，w = 1

z によって実軸に関して対称な点 P’,Q’ に写る．ま
た，直線の無限遠点は原点に写る．さらに w = 1

z は円円対応であることから，この直線は原点，
P’，Q’を通る円に写される．
(b) w = 1

z は単位円 |z| = 1に関して，点 z を反転して z1 をとり，さらに実軸に関して z1 を対
称変換する．
点 Pは単位円上にあるので，w = 1

z によって実軸に関して対称な点 P’に写る．また，直線の
無限遠点は原点に写る．さらに w = 1

z は円円対応であることから，この直線は原点と P’を直径
とする円に写される．
(c) w = 1

z は単位円 |z| = 1に関して，点 z を反転して z1 をとり，さらに実軸に関して z1 を対
称変換する．
点 aは 1

a に，点 iは 1
i に，点 −iは 1

−i にそれぞれ写される．さらに w = 1
z は円円対応であ

ることから，3点 a, i,−iを通る円は 3点 1
a ,

1
i ,

1
−i を通る円に写される．

2.

(a) 不変な点とは f(z) = z を満たす点のことである．
w = 1

z = z とおくと z2 = 1．したがって， 2項方程式の根の公式を利用すると
z2 = 1 = e0 から根は cos 0+2kπ

2 + i sin 0+2kπ
2 (k = 0, 1)．つまり ±1．

(b) 不変な点とは f(z) = z を満たす点のことである．
w = az+b

cz+d = z とおくと cz2 + dz = az + b．書き直すと

cz2 + (d− a)z − b = 0
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したがって，
z =

(a− d)±
√

(a− d)2 + 4bc

2c

2.3 初等関数
1.

(a) この段階では ez = ex(cos y + i sin y)を用いる．
ez = 1より ex(cos y + i sin y) = 1．ここで，複素数が等しいのは実部と虚部どうしが等しい
ことであることに注意すると，次の連立方程式を得る．{

ex cos y = 1

ex sin y = 0

ここで，cos2 y + sin2 y = 1であることに注意すると

e2x cos2 y + e2x sin2 y = e2x = 1

よって 2x = 0．つまり x = 0となる．これを上の連立方程式に代入すると cos y = 1, sin y = 0

となり，これより y = 2nπ(n = 0,±1,±2, . . .)を得る．よって求める z は

z = x+ iy = 2nπi

(b) この段階では ez = ex(cos y + i sin y)を用いる．
ez = iより ex(cos y + i sin y) = i．ここで，複素数が等しいのは実部と虚部どうしが等しいこ
とであることに注意すると，次の連立方程式を得る．{

ex cos y = 0

ex sin y = 1

ここで，cos2 y + sin2 y = 1であることに注意すると

e2x cos2 y + e2x sin2 y = e2x = 1

よって 2x = 0．つまり x = 0となる．これを上の連立方程式に代入すると cos y = 0, sin y = 1

となり，これより y = 1
2 + 2nπ(n = 0,±1,±2, . . .)を得る．よって求める z は

z = x+ iy = (
1

2
+ 2nπ)i

(c) この段階では ez = ex(cos y + i sin y)を用いる．
ez = −2より ex(cos y + i sin y) = −2．ここで，複素数が等しいのは実部と虚部どうしが等し
いことであることに注意すると，次の連立方程式を得る．{

ex cos y = −2

ex sin y = 0

ここで，cos2 y + sin2 y = 1であることに注意すると

e2x cos2 y + e2x sin2 y = e2x = 4
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よって 2x = log 4．つまり x = log 2 となる．これを上の連立方程式に代入すると cos y =

−1, sin y = 0となり，これより y = π + 2nπ(n = 0,±1,±2, . . .)を得る．よって求める z は

z = x+ iy = log 2 + (π + 2nπ)i

(a) 三角関数はいったん指数関数を用いて書き直す．その後極形式を直交形式に直せばよい．
sin 2iを指数関数を用いて表すと

sin z =
eiz − e−iz

2i

より
sin 2i =

e−2 − e2

2i
= i

e2 − e−2

2

(b) 加法定理を使って簡単にする．

sin
(π
2
+ i

)
= sin

π

2
cos i+ cos

π

2
sin i

= cos i =
e−1 + e

2

(c) 加法定理を使って簡単にする．

cos
(π
3
− i

)
= cos

π

3
cos i+ sin

π

3
sin i

=
1

2
cos i+

√
3

2
sin i

=
1

2
· e

−1 + e

2
+

√
3

2
· e

−1 − e

2i

=
e−1 + e

4
− i

√
3(e− e−1)

4

(d) tanz = sin z
cos z
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tan
(π
6
+ 2i

)
=

sin π
6 + 2i

cos π
6 + 2i

=
sin π

6 cos 2i+ cos π
6 sin 2i

cos π
6 cos 2i− sin π

6 sin 2i

=
1
2 · e−2+e2

2 +
√
3
2 · i e

2−e−2

2√
3
2 · e−2+e2

2 − 1
2 · i e2−e−2

2

=
e−2 + e2 + i

√
3(e2 − e−2)√

3(e−2 + e2)− i(e2 − e−2)

=
(e−2 + e2 + i

√
3(e2 − e−2))(

√
3(e−2 + e2) + i(e2 − e−2))

(
√
3(e−2 + e2)− i(e2 − e−2))(

√
3(e−2 + e2) + i(e2 − e−2))

=

√
3(e−4 + 2 + e4)−

√
3(e4 − 2 + e−4) + 3i(e4 − e−4) + i(e4 − e−4)

3(e−4 + 2 + e4) + e4 − 2 + e−4

=
4
√
3 + 4i(e4 − e−4)

4e−4 + 4 + e4
=

√
3 + i(e4 − e−4)

e4 + 1 + e−4

(e)

sin iy =
e−y − ey

2i
= i

ey − e−y

2

(e)

cos iy =
e−y + ey

2

3.

(a) 基本となるのは cos2 z + sin2 z = 1です．
cos2 z + sin2 z = 1の両辺を cos2 z で割ると

cos2 z

cos2 z
+

sin2 z

cos2 z
=

1

cos2 z

よって
1 + tan2 z =

1

cos2 z

(b)

sin (−z) = e−iz − eiz

2i
= −e

iz − e−iz

2i
= − sin z

(c)

cos (−z) = e−iz + eiz

2
=
eiz + e−iz

2
= cos z

4.
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(a) f(z + c) = f(z) を満たす c のうち |c| が最小のものを関数 f(z) の周期という．また，
e(z+2iπ) = ez であることに注意する．
sin (z + c) = sin z とおいて cの値を求める．
sin (z + c) = ei(z+c)−e−i(z+c)

2i より， sin (z + c) = sin z おくと

ei(z+c) − e−i(z+c) = eiz − e−iz

ei(z+c) − eiz = −e−i(z+c)e−iz(ei(z+c) − eiz)

ここで両辺をよく見ると ei(z+c) − eiz が共通項であることが分かる．したがって，

(ei(z+c) − eiz)(1 + e−i(z+c)e−iz) = 0

よって
ei(z+c) = eiz または ei(z+c) = −e−iz

ここで指数関数の周期は 2πi であることを用いると，eic = 1 より c = 2nπ．また，ei(z+c) =

−e−iz より z + c = −z + nπ

5.

(a) tan z1 = tan z2 とおくと
sin z1
cos z1

=
sin z2
cos z2

eiz1−e−iz1

2i
eiz1+e−iz1

2

=
eiz2−e−iz2

2i
eiz2+e−iz2

2

i(e−iz1 − eiz1)

eiz1 + e−iz1
=
i(e−iz2 − eiz2)

eiz2 + e−iz2

i(1− e2iz1)

e2iz1 + 1
=
i(1− eiz2

e2iz2 + 1

(1− e2iz1)(e2iz2 + 1) = (e2iz1 + 1)(1− e2iz2)

e2iz2 − e2iz1e2iz2 − e2iz1 + 1 = e2iz1 − e2iz1e2iz2 − e2iz2 + 1

e2iz2 = e2iz1

これより z2 = z1 + nπ．したがって，tan z は周期 π を持つ．

2.4 初等関数の逆関数
1. w =

√
z = z1/2 とは w = z1/2 =

√
rei(θ+2nπ)/2 を表す．したがって 2価関数である．ここ

で，z = reiθ とすると

w1 =
√
reiθ/2, w2 =

√
re(θ+2π)i/2 = −w1

2.

(a) log z = loge r + i(θ + 2nπ) (n = 0,±1,±2, . . .)を用いる．
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log 2 = loge 2 + i(0 + 2nπ) = loge 2 + 2nπ

(b) log z = loge r + i(θ + 2nπ) (n = 0,±1,±2, . . .)を用いる．

log (−1) = loge | − 1|+ i(π + 2nπ) = i(π + 2nπ) = (2n+ 1)πi

(c) log z = loge r + i(θ + 2nπ) (n = 0,±1,±2, . . .)を用いる．

log i = loge |i|+ i(
π

2
+ 2nπ) = i(

π

2
+ 2nπ) = (2n+

1

2
)πi

(d) log z = loge r + i(θ + 2nπ) (n = 0,±1,±2, . . .)を用いる．

log (1 + i) = loge |1 + i|+ i(
π

4
+ 2nπ) = loge

√
2 + (2n+

1

4
)πi

3.

(a) az = ez log a を用いる．

(−1)i = ei log (−1) = ei[loge |−1|+i(π+2nπ)] = e−(2n+1)π

(b) az = ez log a を用いる．

(i)i = ei log (i) = ei[loge |i|+i(π
2 +2nπ)] = e−(2n+ 1

2 )π

(c) az = ez log a を用いる．

(2)i = ei log (2) = ei[loge |2|+i(0+2nπ)]

= ei[loge |2|e−2nπ

= e−2nπ[cos (loge 2) + i sin (loge 2)]

(d) az = ez log a を用いる．

(2)1+i = 2 · 2i = 2ei log (2) = 2ei[loge |2|+i(0+2nπ)]

= 2ei[loge |2|e−2nπ

= 2e−2nπ[cos (loge 2) + i sin (loge 2)]

4.

(a) sin−1 z = 1
i log (iz ±

√
1− z2)を示す．

sin−1 z = wとおくと z = sinw．ここで複素関数 sinwは指数関数を用いて定義されているこ
とに注意すると，

z = sinw =
eiw − e−iw

2i
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この式を w について解けばよい．

2iz = eiw − e−iw ⇒
2izeiw = (eiw)2 − 1 ⇒

0 = (eiw)2 − 2izeiw − 1 ⇒
eiw = iz ±

√
(iz)2 + 1 ⇒

iw = log(iz ±
√

(iz)2 + 1) ⇒

w =
1

i
log(iz ±

√
(iz)2 + 1)

注意
√

(iz)2 + 1 は 2価性によって根号の前に ±のついた 2つの分枝を同時に表しているも
のとすれば，+だけでよい．
(b) tan−1 z = 1

2i log
1+iz
1−iz を示す．

tan−1 z = w とおくと z = tanw．ここで複素関数 tanw は指数関数を用いて定義されている
ことに注意すると，

z = tanw =
sinw

cosw
=

1

i

eiw − e−iw

eiw + e−iw

この式を w について解けばよい．

iz(eiw + e−iw) = eiw − e−iw ⇒
iz((eiw)2 + 1) = (eiw)2 − 1 ⇒

iz + 1 = (1− iz)(eiw)2 ⇒

(eiw)2 =
1 + iz

1− iz
⇒

eiw =

√
1 + iz

1− iz
⇒

iw = log(

√
1 + iz

1− iz
) ⇒

w =
1

2i
log(

1 + iz

1− iz
)

5.

(a) cos−1 z = 1
i log(z ±

√
z2 − 1)を用いる．

cos−1 (1) =
1

i
log(1±

√
12 − 1) =

1

i
(loge (1) + i(2nπ)) = 2nπ

別解 w = cos−1 (1)とおくと 1 = cosw = eiw+e−iw

2 これを w について解くと

(eiw)2 − 2eiw + 1 = 0 ⇒
eiw = 1 ⇒
iw = log (1) = loge 1 + i(2nπ) ⇒
w = 2nπ
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(b) sin−1 z = 1
i log(iz ±

√
1− z2)を用いる．

注意

loge(2−
√
3) = loge(

(2−
√
3)(2 +

√
3)

2 +
√
3

= log(
1

2 +
√
3
) = − log (2 +

√
3)

より
loge (2±

√
3) = ± loge (2 +

√
3)

sin−1 (2) =
1

i
log(2i±

√
1− 4)

=
1

i
log(2i± i

√
3) =

1

i
log(i(2±

√
3))

=
1

i
(log (i) + log (2±

√
3)) =

1

i
[i(2n+

1

2
)π + loge (2±

√
3) + i(2nπ)]

= 2nπ ± i loge(2 +
√
3)

(c) cos−1 z = 1
i log(z ±

√
z2 − 1)を用いる．

cos−1 (i) =
1

i
log(i±

√
i2 − 1) =

1

i
log(i(1±

√
2))

=
1

i
(log i+ log(1±

√
2))

ここで
log(1±

√
2) =

{
loge(1 +

√
2) + i(2nπ)

loge(
√
2− 1) + i(π + 2nπ)

に注意すると
cos−1 (i) =

{
−i[(2n+ 1

2 )π + loge(1 +
√
2)]

−i[(2n+ 3
2 )π + loge(

√
2− 1)]

極限と連続
1.

集合 D が領域とよばれるには次の 2つを満たす必要がある．
1 z0 ∈ D のとき z ∈ N(z0, δ) = {z : |z − z0| < δ} ⊂ D (開集合)

2 z1, z2 ∈ D のとき z1と z2を D に含まれる連続な曲線で結べる．(弧状連結性)

注意 N(z0, δ) = {z : |z − z0| < δ}を点 z0 の δ 近傍という．
(a) D を z平面から原点 Oを除いた集合とする．
1. 原点以外の点 z0 を選び，z0 と原点までの距離の半分 |z0|/2を δ とすれば，δ 近傍 N(z0, δ)

は D に含まれる．したがって D は開集合．
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2．D内のいかなる 2点を選んでもDに含まれる連続な曲線で結ぶことができるので，弧状連
結性が満たされる．
したがって，D は領域

(b) D = {z : ℜz > 0}とする．
1. 原点以外の点 z0 を選び，z0 と虚軸までの距離の半分を δ とすれば，δ 近傍 N(z0, δ)は D

に含まれる．したがって D は開集合．
2．D内のいかなる 2点を選んでもDに含まれる連続な曲線で結ぶことができるので，弧状連
結性が満たされる．
したがって，D は領域

(c) D = {z : ℑz ≥ 0}とする．
1. 実軸上に点 z0 を選ぶと，どんな δ 近傍 N(z0, δ)もD以外の点を含むので開集合ではない．
しかし，{z : ℑz = 0}内のどの点を選んでも，その点の δ 近傍は D に属する点と属さない点の
両方を含む．このような点の集まりを D の境界という． したがって，D は閉集合である．
2．D内のいかなる 2点を選んでもDに含まれる連続な曲線で結ぶことができるので，弧状連
結性が満たされる．
したがって，D は閉領域である．

(d) {z : 1 < |z| < 2}とする．
1. 原点以外の点 z0 を選び，z0 と |z| = 1または |z| = 2までの距離短い方の半分を δ とすれ
ば，δ 近傍 N(z0, δ)は D に含まれる．したがって D は開集合．
2．D内のいかなる 2点を選んでもDに含まれる連続な曲線で結ぶことができるので，弧状連
結性が満たされる．
したがって，D は領域

2.

(a)
lim
z→i

(z2 + 2z) = i2 + 2i = 2i− 1

(b)

lim
z→ i

2

(2z − 3)(z + i)

(iz − 1)2
=

(i− 3)( 3i2 )

(− 3
2 )

2
= −2

3
(1 + 3i)

(c)

lim
z→1+i

z − 1− i

z2 − 2z + 2
= lim

z→1+i

z − (1 + i)

(z − (1− i))(z − (1 + i))
=

1

2i
= − i

2

(d)

lim
z→eiπ/4

z2

z4 + z + 1
=

eπi/2

eπi + eπi/4 + 1
=

i

−1 + 1√
2
+ i 1√

2
+ 1

=

√
2

2
(1 + i)

3.
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注意
1. 複素平面上の全ての点で指数関数 ez は連続，原点以外で対数関数 log z は連続，分母が 0

以外で有理関数は連続
2. 連続関数の和，差，積，合成はまた連続，分母が 0以外で商も連続．

(a) z2 は有理関数．よって全ての点で連続．
(b) 指数関数 ez は全ての点で連続．
(c) 2z

z+i は有理関数．したがって分母が 0となる点 z = −iで不連続．
(d) 2z−3

z2+2z+2 は有理関数．したがって分母が 0となる点 z = −1 + i,−1− iで不連続．
(e) z+1

z4+1 は有理関数．したがって分母が 0となる点で不連続．つまり z4 + 1 = 0の解となる点
で不連続．

z4 = −1 = eiπより zk = (cos
pi+ 2kπ

4
+ i sin

π + 2kπ

4
) (k = 0, 1, 2, 3)

したがって，

z0 =
(1 + i)√

2
, z1 =

(−1 + i)√
2

, z2 =
(−1− i)√

2
, z3 =

(1− i)√
2

(f) z2+4
z−2i は有理関数．したがって分母が 0となる点 z = 2iで不連続．

(g) f(z) =

{
z2+4
z−2i (z ̸= 2i)

4i (z = 2i)
は z = 2i 以外では有理関数．したがって分母が 0 となる点

z = 2i以外では連続．では分母が 0となる点で連続だろうか．f(z)は区分的関数．したがって
連続性を調べるには定義に戻る必要がある．つまり

lim
z→2i

f(z) = f(2i)

が成り立てば z = 2iで連続である．

lim
z→2i

f(z) = lim
z→2i

z2 + 4

z − 2i
= lim

z→2i

(z + 2i)(z − 2i)

z − 2i
= 4i

また f(2i) = 4iより点 z = 2iでも連続である．

3.2 正則関数
1.

微分公式と微分法を確認しよう．
(a)

(z3 − 2z2 + 3z)′ = (z3)′ − 2(z2)′ + 3z′ (和の導関数は導関数の和)

= 3z2 − 4z + 3 ((zα)′ = αzα−1)
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(b)

((z2 + i)3)′ = 3(z2 + i)2(z2 + i)′ (合成関数の微分法より)

= 3(z2 + i)2(2z) = 6z(z2 + i)2

(c)

(
z − i

z + i
)′ =

(z − i)′(z + i)− (z − i)(z + i)′

(z + i)2
(商の微分法より)

=
z + i− (z − i)

(z + i)2
=

2i

(z + i)2

2.

(a)

(tan z)′ =
sin z

cos z
=

(sin z)′(cos z)− (sin z)(cos z)′

(cos z)2
(商の微分法より)

=
cos2 z + sin2 z

cos2 z
=

1

cos2
= sec2 z

(b)

(
1

cos z
)′ =

−(cos z)′

(cos z)2
(商の微分法より)

=
sin z

cos2 z
= sec z tan z

(c)

(
√
z2 + 1)′ = ((z2 + 1)1/2)′ =

1

2
(z2 + 1)−1/2(z2 + 1)′ (合成関数の微分法より)

= z(z2 + 1)−1/2

(d)

(sin2 z)′ = ((sin z)2)′ = 2(sin z)(sin z)′ (合成関数の微分法より)

= 2 sin z cos z

(e)

(log(z2 + 4i))′ =
1

z2 + 4i
(z2 + 4i)′ (合成関数の微分法より)

=
2z

z2 + 4i

(f)

(icos z)′ = (ecos z log i)′ (az = ez log aより)

= ecos z log i(cos z log i)′ (合成関数の微分法より)

= ecos z log i(− sin z log i) = −icos z sin z log i
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(g)

(sin−1(z − i))′ =
1√

1− (z − i)2
(z − i)′ (合成関数の微分法より)

=
1√

1− (z − i)2

(h)

(log(z +
√
z2 + 1))′ =

1

z +
√
z2 + 1

(z +
√
z2 + 1)′ (合成関数の微分法より)

=
1

z +
√
z2 + 1

(1 +
z√

z2 + 1
)

=
1

z +
√
z2 + 1

(

√
z2 + 1 + z√
z2 + 1

=
1√

z2 + 1

(i)

(log(sin−1 z))′ =
1

sin−1 z
(sin−1 z)′ (合成関数の微分法より)

=
1

sin−1 z
(

1√
1− z2

)

=
1

sin−1 z
√
1− z2

(j)

(zz)′ = (ez log z)′ = ez log z(z log z)′

= ez log z(log z + z
1

z
) = zz(log z + 1)

4.1 線積分とグリーンの定理
1. 複素積分を求めるには，一般に曲線 C を z(t) = x(t) + iy(t)とパラメター化する．

この曲線は点 (0, 1)と点 (1, 0)を結ぶ直線であるので，z(t) = (0, 1) + (1,−1)t，0 ≤ t ≤ 1と
パラメター化できる．したがって，x(t) = t, y(t) = 1− t, 0 ≤ t ≤ 1．これより∫

c

ydx =

∫ 1

0

(1− t)dt = t− t2

2
|10=

1

2

別解 この問題は y = 1− xと xで表示されているので，直接積分できる．∫
c

ydx =

∫ 1

0

(1− x)dx = x− x2

2
|10=

1

2
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この曲線は点 (0, 1)と点 (1, 0)を結ぶ直線であるので，z(t) = (0, 1) + (1,−1)t，0 ≤ t ≤ 1と
パラメター化できる．したがって，x(t) = t, y(t) = 1− t, 0 ≤ t ≤ 1, dy = −dt. これより∫

c

x2dy =

∫ 1

0

t2(−dt) = − t
3

3
|10= −1

3

この曲線は点 (−1, 1)と点 (1, 1)を y = x2 で結ぶ曲線であるので，x(t) = t, y(t) = t2, −1 ≤
t ≤ 1, dy = 2tdtとパラメター化できる．これより∫

c

(xydx− y2dy) =

∫ 1

−1

(t3 − t4(2t))dt = 0 (t3, t5は奇関数

この曲線は中心を原点とする半径 1の円であるので，x(t) = cos t, y(t) = sin t, 0 ≤ t ≤ 2π と
パラメター化できる． dx = − sin tdt, dy = cos tdtとなるので∫

c

(xydx− x3dy) =

∫ 2π

0

(− sin2 t cos t− cos4 t)dt

ここで u = sin tとおくと du = cos tdt,
t : 0 → 2π

u : 0 → 0
となるので

∫ 2π

0

(− sin2 t cos tdt =

∫ 0

0

u2du = 0

次に ∫ 2π

0

cos4 tdt =

∫ 2π

0

(cos2 t)2dt =

∫ 2π

0

(
1 + cos 2t

2
)2dt

=
1

4

∫ 2π

0

(1 + 2 cos 2t+ cos2 2t)dt

=
1

4

∫ 2π

0

(1 = 2 cos 2t+
1 + cos 4t

2
)dt

=
1

4
[
3t

2
+ cos 2t+

sin 4t

8
|2π0 ]

=
3π

4

2.

(a) この曲線はすでにパラメター化されている．したがって∫
c

(x2 + y)dt =

∫ 1

0

(t+ 1− t2)dt =
t2

2
+ t− t3

3
|10

=
1

2
+ 1− 1

3
=

7

6
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(b) この曲線はすでにパラメター化されている．したがって∫
c

xy2dt =

∫ π
2

0

sin t sin2 tdt

=

∫ π
2

0

sin3 tdt =
2!!

3!!
=

2

3

注意 ∫ π
2

0
sinn tdt =

{
(n−1)!!

n!! (n奇数)
(n−1)!!

n!!
π
2 (n偶数)

n!! = n(n− 2)(n− 4) · · · を表す．
3. Greenの定理とは，単一閉曲線 C 囲まれた単連結領域 R上で，偏微分が連続であるような
P (x, y), Q(x, y)の線積分は，単連結領域 Rでの 2重積分で表せるというものである．つまり∫

c

Pdx+Qdy =

∫ ∫
R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
)dxdy

(a) Greenの定理を用いると ∫
c

(xy2dx− xy2dy) =

∫ ∫
R

(
∂(−xy2)
∂x

− ∂(x2y)

∂y
)dxdy∫ ∫

R

(−y2 − x2)dxdy = −
∫ ∫

R

(x2 + y2)dxdy

= −
∫ 2π

0

∫ 1

r=0

r2|J |drdθ

ここでジャコビアン J を求めると J = ∂(x,y)
∂(r,θ) =

∣∣∣∣∣ ∂x
∂r

∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂θ

∣∣∣∣∣ = r.

これより ∫
c

(xy2dx− xy2dy) = −
∫ 2π

0

∫ 1

r=0

r2rdrdθ

= −
∫ 2π

0

dθ

∫ 1

r=0

r3dr = −2π
1

4
= −π

2

(b) Greenの定理を用いると ∫
c

(ydx+ 2xdy) =

∫ ∫
R

(
∂(2x)

∂x
− ∂(y)

∂y
)dxdy∫ ∫

R

(2− 1)dxdy =

∫ ∫
R

dxdy

= Rの面積 =
π

4



51

4.2 複素積分
1. 単位円をパラメター化すると，z(t) = eit，0 ≤ t ≤ 2π. これより∫

C

z cos zdz =

∫ 2π

0

eit cos(eit)ieitdt

(
u = eit dv = ieit cos(eit)dt
du = ieitdt v = sin(eit)

= eit sin(eit) |2π0 −
∫ 2π

0

ieit sin(eit)dt

= cos(eit) |2π0 = cos(e2πi)− cos(0) = 0

2.

case1. 正方形の辺に沿って，積分経路を 0から 1,1から 1 + iととる．
0と 1を結ぶ直線 c1 は，z(t) = (0, 0) + (1, 0)t，0 ≤ t ≤ 1とパラメター化できる．したがっ
て，x(t) = t, y(t) = 0, 0 ≤ t ≤ 1. これより z = x+ iy = t となり∫

c1

z̄dz =

∫ 1

0

t(dt) =
t2

2
|10=

1

2

1と 1 + iを結ぶ直線 c2 は，z(t) = (1, 0) + (0, 1)t，0 ≤ t ≤ 1とパラメター化できる．したがっ
て，x(t) = 1, y(t) = t, 0 ≤ t ≤ 1. これより z = x+ iy = 1 + itとなり∫

c2

z̄dz =

∫ 1

0

(1− it)(idt) =

∫ 1

0

(i+ t)dt = [it+
t2

2
|10= i+

1

2

これより求める積分は ∫
c

z̄dz =

∫
c1

z̄dz +

∫
c2

z̄dz = 1 + i

case2. 正方形の辺に沿って，積分経路を 0から i,iから 1 + iととる．
0と iを結ぶ直線 c3 は，z(t) = (0, 0) + (0, 1)t，0 ≤ t ≤ 1とパラメター化できる．したがっ
て，x(t) = 0, y(t) = 1, 0 ≤ t ≤ 1. これより z = x+ iy = it となり∫

c

z̄dz =

∫ 1

0

(−it)(idt) = t2

2
|10=

1

2

iと 1 + iを結ぶ直線 c4 は，z(t) = (0, 1) + (1, 0)t，0 ≤ t ≤ 1とパラメター化できる．したがっ
て，x(t) = t, y(t) = 1, 0 ≤ t ≤ 1. これより z = x+ iy = t+ iとなり∫

c

z̄dz =

∫ 1

0

(t− i)(dt) = [
t2

2
− it |10=

1

2
− i

これより求める積分は ∫
c

z̄dz =

∫
c3

z̄dz +

∫
c4

z̄dz = 1− i

case3. 正方形の対角線に沿って，積分経路を 0から 1 + iととる．
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0と 1 + iを結ぶ直線 c5 は，z(t) = (0, 0) + (1, 1)t，0 ≤ t ≤ 1とパラメター化できる．した
がって，x(t) = t, y(t) = t, 0 ≤ t ≤ 1. これより z = x+ iy = t+ it となり∫

c5

z̄dz =

∫ 1

0

(t− it)(1 + i)dt =

∫
c5

2tdt = t2 |10= 1

4.3 コーシーの積分定理
1. a 点から出発し，b 点に到達する曲線を C1 とすると，b 点と a 点を結ぶ曲線は −C2 と表
せる．

ここで C = C1 −C2 とおくと，曲線 C は領域Dに含まれる閉曲線である．ここで，コーシー
の積分定理を用いると

0 =

∫
C

f(z) dz =

∫
C1

f(z) dz +

∫
−C2

f(z) dz

=

∫
C1

f(z) dz −
∫
C2

f(z) dz

したがって， ∫
C1

f(z) dz =

∫
C2

f(z) dz

まず，曲線を C1 から曲線は C2 に橋をかける．次に曲線 C1 に沿って回りながら，橋を渡っ
て曲線 C2 に移り，逆回りをし，元の橋を渡って曲線 C1 に戻り一周する曲線を C とする．この
とき，C は領域 D に含まれる閉曲線となるので，コーシーの積分定理を用いると

0 =

∫
C

f(z) dz =

∫
C1

f(z) dz +

∫
−C2

f(z) dz

=

∫
C1

f(z) dz −
∫
C2

f(z) dz

したがって， ∫
C1

f(z) dz =

∫
C2

f(z) dz
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曲線 C は原点を中心とする半径 r > 1の円周であるので，f(z) = 1
z2+1 はこの円内で正則で

はない．そこで，f(z) = 1
z2+1 を部分分数分解すると
1

z2 + 1
=

1

(z + i)(z − i)
=

1

2i
[

1

z − i
− 1

z + i
]

ここで，積分の基本公式 ∫
|z−a|=r

1

(z − a)n
=

{
2πi n = 1
0 n ̸= i

を用いると ∫
|z|=r

1

z2 + 1
dz =

1

2i
[

∫
|z|=r

1

z − 1
dz −

∫
|z|=r

1

z − 1
dz

=
1

2i
[2πi− 2πi] = 0

曲線 C は原点を中心とする半径 1の円周であるので，f(z) = z
(2z+i)(z−2) はこの円内で正則で

はない．そこで，f(z) = z
(2z+i)(z−2) を部分分数分解すると

z

(2z + i)(z − 2)
=

A

2z + i
+

B

z − 2

両辺の分母を払うと
z = A(z − 2) +B(2z + i)

ここで z = 2とおくと
2 = B(4 + i) ⇒ B =

2

4 + i

また，z = − i
2 とくと

− i

2
= A(− i

2
− 2) ⇒ A =

i

4 + i

よって ∫
|z|=1

z

(2z + i)(z − 2)
=

i

4 + i

∫
|z|=1

1

2z + i
dz +

2

4 + i

∫
|z| = 1

1

z − 2
dz

ここで，積分の基本公式 ∫
|z−a|=r

1

(z − a)n
=

{
2πi n = 1
0 n ̸= i

を用いると ∫
|z|=1

z

(2z + i)(z − 2)
=

i

4 + i

∫
|z|=1

1

2(z + i/2)
dz + 0

=
i

2(4 + i)
· 2πi = −π

4 + i
= −4− i

17
π
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この曲線は原点を中心とし，半径 r ¿ 1の円の上半円周と，実軸上の直径より，f(z) = 1
z4+1

はこの曲線内で正則ではない．そこで，f(z) = 1
z4+1 を部分分数分解する. z4 = −1の解は

zk = cos (
π + 2kπ

4
) + sin (

π + 2kπ

4
, k = 0, 1, 2, 3

で与えられるので

z0 =
1 + i√

2
= e

π
4 , z1 =

−1 + i√
2

= e
3π
4 , z2 =

−1− i√
2

, z4 =
1− i√

2

よって
1

z4 + 1
=

A

z − z0
+

B

z − z1
+

C

z − z2
+

D

z − z3

の中で，係数を求める必要があるのは Aと B だけである．

A = lim
z→z0

(z − z0)
1

z4 + 1
=

1

4z30

=
1

4
z−3
0 =

1

4
e−3π4

B = lim
z→z1

(z − z1)
1

z4 + 1
=

1

4z31

=
1

4
z−3
1 =

1

4
e−9π4

これより ∫
C

1

z4 + 1
dz = A

∫
C

1

z − z0
dz +B

∫
C

1

z − z1

=
1

4
e−3π4 · 2πi+ 1

4
e−9πi · 2πi

=
πi

2
[e

−3πi
4 + e

−9πi
4 ]

=
πi

2
[
−1− i√

2
+

1− i√
2
] =

π

2

3.

(a) ∫ 1

i

z2dz =
1

3
z3 |1i=

1 + i

3

(b) ∫ i

0

zez dz = [zez − ez |i0= iei − ei

(c) この問題を解く前に次のことを思いだす．

log z = loge |z|+ i arg z
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∫ 1+i

0

z

z + 1
dz =

∫ 1+i

0

(1− 1

z + 1
) dz = [z − log(z + 1) |1+i

0

= 1 + i− log(2 + i) = 1 + i− (loge |2 + i|+ i arg(2 + i))

= 1 + i− 1

2
loge(5)− i tan−1 1

2

= 1− 1

2
loge 5 + i(1− tan−1 (

1

2
))

(d) この問題を解く前に次のことを思いだす．

(sin−1 z)′ =
1√

1− z2

sin−1 z =
1

i
log(iz +

√
1− z2)

∫ i

0

1√
1− z2

dz = [sin−1 z |i0

= sin−1 i− sin0 =
1

i
[log(i2 +

√
1− i2)− log 1

=
1

i
log(−1 +

√
2) =

1

i
[loge | − 1 +

√
2|+ i arg(−1 +

√
2)]

=
1

i
[loge(

√
2− 1)]

4. ∆u = uxx + uyy = 0を満たす関数 u(x, y)を調和関数という．また，∆をラプラシアンと
いい，∆u = 0の式をラプラス方程式という．uを実部にもつ正則関数 w = u+ iv はコーシー・
リーマンの方程式を満たすことを確認しておく．
(a) u = x2 − y2 について ∆uを求めると

ux = 2x, uxx = 2, uy = −2y, uyy = −2

したがって，∆u = 0 となるので，u は調和関数．次に u を実部にもつ正則関数 w を求める．
w = u+ iv とおくと

ux = vy = 2x, vx = −uy = 2y

より

v(x, y) =

∫
vy dy =

∫
2xdy = 2xy + ϕ(x) (A.1)

式 A.1を xで偏微分すると
vx = 2y + (ϕ(x))′ (A.2)

ここで，条件より vx = 2y より ϕ′(x) = 0よって ϕ(x) = cとなり

v(x, y) = 2xy + c
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(b) u = ex cos y について ∆uを求めると
ux = ex cos y, uxx = ex cos y, uy = −ex sin y, uyy = −ex cos y

したがって，∆u = 0 となるので，u は調和関数．次に u を実部にもつ正則関数 w を求める．
w = u+ iv とおくと

ux = vy = ex cos y, vx = −uy = ex sin y

より

v(x, y) =

∫
vy dy =

∫
ex cos y dy = ex sin y + ϕ(x)

vx = ex sin y + (ϕ(x))′ = ex sin y よりϕ(x) = c (定数)よって
v(x, y) = ex sin y + c

(c) u = cosx sinh y について ∆uを求めると
ux = − sinx sinh y, uxx = − cosx sinh y, uy = cosx cosh y, uyy = cosx sinh y

したがって，∆u = 0 となるので，u は調和関数．次に u を実部にもつ正則関数 w を求める．
w = u+ iv とおくと

ux = vy = ex cos y, vx = −uy = ex sin y

より

v(x, y) =

∫
vy dy =

∫
ex cos y dy = ex sin y + ϕ(x)

vx = ex sin y + (ϕ(x))′ = ex sin y よりϕ(x) = c (定数)よって
v(x, y) = ex sin y + c

(d) u = 1
2 loge(x

2 + y2)について ∆uを求めると

ux =
x

x2 + y2
, uxx =

x2 + y2 − x(2x)

(x2 + y2)2
=

y2 − x2

(x2 + y2)2

uy =
y

x2 + y2
, uxx =

x2 + y2 − y(2y)

(x2 + y2)2
=

x2 − y2

(x2 + y2)2

したがって，∆u = 0 となるので，u は調和関数．次に u を実部にもつ正則関数 w を求める．
w = u+ iv とおくと

ux = vy =
x

x2 + y2
, vx = −uy = − y

x2 + y2

より

v(x, y) =

∫
vy dy =

∫
x

x2 + y2
dy

= x(
1

x
tan−1 (

y

x
)) + ϕ(x) (注

∫
1

a2 + t2
dx =

1

a
tan−1 (

t

a
)

= tan−1 (
y

x
) + ϕ(x)
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これを xで偏微分すると

vx =
− y

x

(1 + ( yx ))
2
+ ϕ′(x)

= − y

(x2 + y2)2
+ ϕ′(x)

条件より vx = − y
(x2+y2)2 なので ϕ′(x) = 0．よって ϕ(x) = c．これより

v(x, y) = tan−1 (
y

x
) + c

4.4 コーシーの積分表示
2. コーシーの積分表示
z = aが曲線 C の内部にあり f(z)が曲線 C を含む領域で正則ならば∫

c

f(z)

z − a
dz = 2πif(a)

コーシーの積分定理
f(z)
z−a が曲線 C の内部で正則ならば ∫

c

f(z)

z − a
dz = 0

(a) |z| = 3より z = 2はこの曲線の内部にある．よって，コーシーの積分表示より∫
|z|=3

ez

z − 2
dz = 2πif(2) = 2πie2

(b) |z| = 1より z = 2はこの曲線の内部にない．よって，被積分関数は正則となるのでコー
シーの積分定理より ∫

|z|=1

ez

z − 2
dz = 0

(c) |z| = 3より z = 0はこの曲線の内部にある．よって，コーシーの積分表示より∫
|z|=3

sin3 z

z
dz = 2πif(0) = 2πi sin3 0 = 0

(d) |z| = 3より z = πi
2 はこの曲線の内部にある．よって，コーシーの積分表示より∫

|z|=3

e3z

2z − πi
dz =

1

2

∫
|z|=3

e3z

z − πi
2

dz

= πif(
πi

2
) = πie

3πi
2

= πi(cos (3π/2) + i sin (3π/2)) = πi(−i) = π
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(e) |z| = 1より z = πi
2 はこの曲線の内部にない．よって，被積分関数は正則となるのでコー

シーの積分定理より ∫
|z|=1

e3z

2z − πi
dz = 0

(f) |z| = 3より z = ±iはこの曲線の内部にある．よって，コーシーの積分表示より∫
|z|=3

cos z

z2 + 1
dz =

1

2i

∫
|z|=3

cos z(
1

z − i
− 1

z + i
) dz

=
1

2i
[2πi(f(i)− f(−i))] = π[cos (i)− cos (−i)]

= π[
ei

2

+ e−i2

2
− (

e−i2 + ei
2

2
)] = 0

(g) |z| = 1より z = 0はこの曲線の内部にある．よって，コーシーの積分表示より∫
|z|=1

ez

z4
dz =

2πi

3!
f (3)(0) =

2πie0

6
=
πi

3

(h) |z| = 3より z = π
2 はこの曲線の内部にある．よって，コーシーの積分表示より∫
|z|=3

sin z

(2z − π)3
dz =

1

8

∫
|z|=3

sin z

(z − π/2)3
dz

=
1

8

2πi

2!
f ′′(

π

2
)

ここで f(z) = sin z より f ′(z) = cos z, f ′′(z) = − sin z より f ′′(π2 ) = −1よって∫
|z|=3

sin z

(2z − π)3
dz = −1

8

2πi

2!
= −πi

8

(i) |z| = 1より z = π
2 はこの曲線の内部にない．よって，被積分関数は正則となるのでコー

シーの積分定理より ∫
|z|=1

e3z

2z − πi
dz = 0

5.1 ローラン展開
1． z = 0を中心としたローラン展開とは

∞∑
n=1

an
zn

+

∞∑
0

anz
n

の形で表わしたものである．
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ローラン展開するには次のテーラー展開を知っていると便利である．

ez = 1 + z +
z2

2!
+
z3

3!
+ · · ·+

sin z = z − z3

3!
− z5

5!
+ · · ·+

cos z = 1− z2

2!
+
z4

4!
− · · ·+

1

1− z
= 1 + z + z2 + z3 + z4 + · · ·+ (ただし，|z| < 1)

(a) |z| < 1 より 1
1−z はテーラー展開できることに注意し， 1

z2−3z+2 をまず，部分分数分解
する．

1

z2 − 3z + 2
=

1

(z − 1)(z − 2)
=

A

z − 1
+

B

z − 2

=
−1

z − 1
+

1

z − 2

ここで −1
z−1 = −1

1−z となるので

−1

z − 1
=

−1

1− z
= −(1 + z + z2 + z3 + z4 + · · · ) = −

∞∑
n=0

zn

次に 1
z−2 の分母を |z| < 1より 2でくくると

1

z − 2
=

−1

2

1

1− z
2

と表わせる．ここで | z2 | < 1よりテーラー展開できるので

1

z − 2
=

−1

2

1

1− z
2

= −1

2
(1 +

z

2
+ (

z

2
)2 + (

z

2
)3 + · · ·+ =

∞∑
n=0

(
z

2
)n

したがって
1

z2 − 3z + 2
=

−1

z − 1
+

1

z − 2

= −
∞∑

n=0

zn +

∞∑
n=0

(
z

2
)n =

∞∑
n=0

(zn − (
z

2
)n)

=

∞∑
n=0

(1− 1

2n
zn)
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(b) 1 < |z| < 2より 1
1−z はこのままではテーラー展開できないが，

1

1− z
=

−1

z

1

1− 1
z

と表わすと | 1z | < 1となりテーラー展開可能となることに注意し， 1
z2−3z+2 をまず，部分分数分

解する．
1

z2 − 3z + 2
=

1

(z − 1)(z − 2)
=

A

z − 1
+

B

z − 2

=
−1

z − 1
+

1

z − 2

ここで 1
z−1 の分母を |z| > 1より z でくくると −1

z−1 = −1
z

1
1− 1

z

となるので

−1

z − 1
=

−1

z

1

1− 1
z

= −1

z
(1 +

1

z
+ (

1

z
)2 ++ · · · )

= −1

z

∞∑
n=0

(
1

z
)n

= −
∞∑

n=0

(
1

z
)n+1

次に 1
z−2 の分母を |z| < 2より 2でくくると

1

z − 2
=

−1

2

1

1− z
2

と表わせる．ここで | z2 | < 1よりテーラー展開できるので

1

z − 2
=

−1

2

1

1− z
2

= −1

2
(1 +

z

2
+ (

z

2
)2 + (

z

2
)3 + · · ·+ = −

∞∑
n=0

(
z

2
)n

したがって
1

z2 − 3z + 2
=

−1

z − 1
+

1

z − 2

= −
∞∑

n=0

(
1

z
)n+1 −

∞∑
n=0

(
z

2
)n

(c) |z| > 2より 1
1−z はこのままではテーラー展開できないが，

1

1− z
=

−1

z

1

1− 1
z
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と表わすと | 1z | < 1となりテーラー展開可能となることに注意し， 1
z2−3z+2 をまず，部分分数分

解する．
1

z2 − 3z + 2
=

1

(z − 1)(z − 2)
=

A

z − 1
+

B

z − 2

=
−1

z − 1
+

1

z − 2

ここで 1
z−1 の分母を |z| > 2より z でくくると −1

z−1 = −1
z

1
1− 1

z

となるので

−1

z − 1
=

−1

z

1

1− 1
z

= −1

z
(1 +

1

z
+ (

1

z
)2 ++ · · · )

= −1

z

∞∑
n=0

(
1

z
)n

= −
∞∑

n=0

(
1

z
)n+1

次に 1
z−2 の分母を |z| > 2より z でくくると

1

z − 2
=

1

z

1

1− 2
z

と表わせる．ここで | 2z | < 1よりテーラー展開できるので

1

z − 2
=

1

z

1

1− 2
z

=
1

z
(1 +

2

z
+ (

2

z
)2 + (

2

z
)3 + · · ·+ =

∞∑
n=0

2

zn+1

したがって
1

z2 − 3z + 2
=

−1

z − 1
+

1

z − 2

= −
∞∑

n=0

(
1

z
)n+1 +

∞∑
n=0

2

zn+1

= −
∞∑

n=0

2n − 1

zn+1

2.

(a) z = 0でのローラン展開なので 1
z3 は何もする必要がない．したがって， 1

z+1 のテーラー
展開を行なうと

1

z + 1
=

1

1− (−z)
= 1 + (−z) + (−z)2 + (−z)3 + · · · =

∞∑
n=0

(−z)n
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よって
1

z3(z + 1)
=

1

z3
1

z + 1

=
1

z3
(1 + (−z) + (−z)2 + (−z)3 + · · · )

=
1

z3
− 1

z2
+

1

z
− 1 + z − z2 + · · ·

また，特異点 0は 3位の極
(b) z = −1でのローラン展開のときは t = z + 1とおくと

1

z3(z + 1)
=

1

(t− 1)3t

となり t = 0 でのローラン展開となる． 1
t は何もする必要がない．したがって， 1

(t−1)3 のテー
ラー展開を行なうと

1

(t− 1)3
= (− 1

1− t
)3 = −(1 + t+ t2 + · · · )3 = −(1 + 3t+ 6t2 + 10t3 + · · · )

よって
1

z3(z + 1)
=

1

(t− 1)3t

= −1

t
(1 + 3t+ 6t2 + 10t3 + · · · )

= −[
1

t
+ 3 + 6t+ 10t2 + · · · ]

= −[
z + 1

+
3 + 6(z + 1) + 10(z + 1)2 + · · · ]

また，特異点 z = −1は 1位の極
(c) z = 0でのローラン展開なので 1

z3 は何もする必要がない．したがって，ez2 のテーラー
展開を行なうと

ez
2

= 1 + z2 +
(z2)2

2!
+

(z2)3

3!
+ · · ·

よって
ez

2

z3
=

1

z3
ez

2

=
1

z3
(1 + z2 +

(z2)2

2!
+

(z2)3

3!
+ · · · )

=
1

z3
+

1

z
+
z

2
+
z3

3!
+ · · ·

また，特異点 z = 0は 3位の極
(d) z = π でのローラン展開のときは t = z − π とおくと

sin z

z − π
=

sin(t+ π)

t
=

− sin t

t
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となり t = 0 でのローラン展開となる． 1
t は何もする必要がない．したがって，− sin t のテー

ラー展開を行なうと
− sin t = −(t− t3

3!
+
t5

5!
− t7

7!
+ · · ·

よって
sin z

z − π
=

− sin t

t

= −1

t
(t− t3

3!
+
t5

5!
− t7

7!
+ · · · )

= −1 +
t2

3!
− t4

5!
+ · · ·

= −1 +
(z − π)2

3!
− (z − π)4

5!
+ · · ·

また，特異点 z = π は除去可能な特異点

5.2 留数
1． 特異点とは関数 f(z)が正則でない点のことである．有理関数では分母が 0となる点のこと
である．
基本公式 ∫

|z|=r

1

(z − z)n
dz =

{
2πi, n = 1
0, n ̸= 1

この公式から分かるように，ローラン展開したときに 1
z−a の積分は 0にならないが，それ以外

は全て 0になる．このことから積分したときに 0とならないものという意味で 1
z−a の係数を留

数といい，Res[a]と表わす．
留数公式 点 aが f(z)のm位の特異点のとき

Res[a] =
1

(m− 1)!
lim
z→a

dm−1

dzm−1
(z − a)mf(z)

(a) 分母が 0となる点は z = 0, 1である．そこで z = 0, 1の留数を求める． 1
z(z−1)2 を部分分

数分解すると
1

z(z − 1)2
=
A

z
+

B

(z − 1)
+

C

(z − 1)2

ここで分母を払うと
1 = A(z − 1)2 +Bz(z − 1) + Cz

より z = 0とおくと
1 = A

z = 1とおくと
1 = C
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z2 の係数合わせをすると
0 = A+B ⇒ B = −A = −1

よって
1

z(z − 1)2
=

1

z
+

−1

(z − 1)
+

1

(z − 1)2

これより
Res[0] =

1

z
の係数 = 1

Res[1] =
1

z − 1
の係数 = −1

(b) 分母が 0となる点は z = − 1
2 , 2である．そこで z = − 1

2 , 2の留数を求める． z
(2z+1)(z−2)

を部分分数分解すると
z

(2z + 1)(z − 2)
=

A

2z + 1
+

B

z − 2

ここで分母を払うと
z = A(z − 2) +B(2z + 1)

より z = 2とおくと
2 = 5B ⇒ B =

2

5

z = − 1
2 とおくと

−1

2
= A(−5

2
⇒ A =

1

5

よって
z

(2z + 1)(z − 2)
=

1/5

2z + 1
+

2/5

z − 2

であるが，留数は 1
z−a の係数であるので，次のように表わす．

z

(2z + 1)(z − 2)
=

1/5

2(z + 1
2

+
2/5

z − 2

これより
Res[2] =

1

z − 2
の係数 =

2

5

Res[−1

2
] =

1

z + 1
2

の係数 =
1

10

(c) 分母が 0 となる点は z = nπ (n = 0,±1,±2, . . .) である．そこで nπ の留数を求める．
1

sin z は部分分数分解できないので，sin z を z = nπでテーラー展開し，その後割り算をする．そ
こで t = z − nπ とおくと

sin z = sin(t+ nπ) =

{
sin t, n偶数
− sin t, n奇数



65

となる．そこで，まず，nが偶数の場合を考えると

1

sin z
=

1

sin t

=
1

t− t3

3! +
t5

5! − · · ·
=

1

t
+

t

3!
+ · · ·

=
1

z − nπ
+
z − nπ

3!
+ · · ·

これより
Res[nπ] =

1

z − nπ
の係数 = 1

次に，nが奇数の場合を考えると
1

sin z
= − 1

sin t

= − 1

t− t3

3! +
t5

5! − · · ·
=

1

t
+

t

3!
+ · · ·

= − 1

z − nπ
− z − nπ

3!
− · · ·

これより
Res[nπ] =

1

z − nπ
の係数 = −1

(d) 分母が 0 となる点は z = 1,−2 である．そこで z = 1,−2 の留数を求める． ez

(z−1)(z+2)2

を部分分数分解すると
ez

(z − 1)(z + 2)2
=

A

z − 1
+

B

z + 2
+

C

(z + 2)2

ここで分母を払うと

ez = A(z + 2)2 +B(z − 1)(z + 2) + C(z − 1)

より z = 1とおくと
e = 9A⇒ A =

e

9

z = −2とおくと
e−2 = −3C ⇒ C =

−e−2

3

これより
Res[1] =

1

z − 1
の係数 =

e

9

最後に B を求めたいのだが，係数合わせは使えない．なぜなら ez は多項式ではない．そこで，
へービサイドの展開定理を用いるか留数公式を用いる．ここでは留数公式を用いる．−2は 2位
の極なので



66 付録 A 演習問題詳解

Res[−2] =
1

(2− 1)!
lim

z→−2

d

dz
(z + 2)2

ez

(z − 1)(z + 2)2
= −4e−2

9

2. 留数定理
関数 f(z)が単一閉曲線 C の上および内部で，その内部にある有限個の点 a1, a2, . . . , an を除
いて正則な 1価関数であるとき∫

C

f(z) dz = 2πi{Res[a1] +Res[a2] + · · ·+Res[an]}

が成り立つ．
(a) 留数定理より∫

|z|=2

dz

z(z − 1)2
= 2πi{Res[0] +Res[1]} (z = 0, 1は |z| = 2に含まれる)

= 2πi(1− 1) = 0 演習 Aの結果より

(b) 留数定理より∫
|z|=1

z

(2z + 1)(z − 2)
dz = 2πiRes[−1

2
] (z = 2は |z| = 1に含まれない)

= 2πi
1

10
=
πi

5
演習 Aの結果より

(c) 留数定理より∫
|z|=1

dz

sin z
= 2πiRes[0] (z = 0だけ |z| = 1に含まれる)

= 2πi 演習 Aの結果より

(d) 留数定理より∫
|z|=3

ez

(z − 1)(z + 2)2
dz = 2πi(Res[1] +Res[−2]) (z = 1, 2は |z| = 3に含まれる)

= 2πi(
e

9
− e−2

9
) 演習 Aの結果より

=
2πi

9
(e− e−2)

3.

(a) |z| = 1の円には特異点 z = 0だけが含まれる．ここで Res[0]を求めると

Res[0] = lim
z→0

d

dz
z2(

e2z

z2(z2 + 2z + 2)

= lim
z→0

d

dz
(

e2z

z2 + 2z + 2
)

= lim
z→0

(
2e2z(z2 + 2z + 2)− e2z(2z + 2)

(z2 + 2z + 2)2

=
4− 2

4
=

1

2
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よって留数定理より ∫
|z|=1

e2z

z2(z2 + 2z + 2)
dz = 2πiRes[0] = πi

(b) |z − i| = 2の円には特異点 z = 0,−1 + iが含まれる．ここで Res[0]はすでに Aで求め
たので Res[−1 + i]を求めると

Res[−1 + i] = lim
z→−1+i

(z − (−1 + i))(
e2z

z2(z2 + 2z + 2)

= lim
z→−1+i

(
e2z

z − (−1− i)
)

=
e2(−1+i)

(−1 + i)2(−1 + i+ 1 + i)

=
e2(−1+i)

4

よって留数定理より

∫
|z−i|=2

e2z

z2(z2 + 2z + 2)
dz = 2πi(Res[0] +Res[−1 + i])

= 2πi(
1

2
+
e2(−1+i)

4
)

(c) |z| = 3の円には特異点 z = 0,−1+i,−1−iの全てが含まれる．ここでRes[0], Res[−1+i]

はすでに Aで求めたので Res[−1− i]を求めると

Res[−1− i] = lim
z→−1−i

(z − (−1− i))(
e2z

z2(z2 + 2z + 2)

= lim
z→−1−i

(
e2z

z − (−1 + i)
)

=
e2(−1−i)

(−1− i)2(−1− i+ 1− i)

=
e−2(1+i)

4

よって留数定理より
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∫
|z|=3

e2z

z2(z2 + 2z + 2)
dz = 2πi(Res[0] +Res[−1 + i] +Res[−1− i])

= 2πi(
1

2
+
e2(−1+i)

4
+
e−2(1+i)

4
)

= 2πi(
1

2
+
e−2e−2i + e−2e2i

4
)

= 2πi(
1

2
+
e−2

2

e2i + e−2i

2
)

= πi(1 +
e−2

cos
2)

5.3 実積分への応用
1．
(a) ∫ ∞

−∞

1

x2 + x+ 1
dx

より閉曲線 C を実軸上の −Rと Rを結ぶ直線と Rと −Rを結ぶ半径 R，中心 0の曲線 CR と
すると， ∫

C

1

z2 + z + 1
dz =

∫ R

−R

1

x2 + x+ 1
dx+

∫
CR

1

z2 + z + 1
dz

と表わせる．ここで，∫
C

1
z2+z+1 dz を求めると，特異点は z = −1±

√
3i

2 = e−
2πi
3 であるが，

z = −1+
√
3i

2 = e−
2πi
3 だけが曲線 C の内部にあるので，留数定理により∫

C

1

z2 + z + 1
dz = 2πi(Res[e−

2πi
3 ])

で求まる．なお，

Res[
−1 +

√
3i

2
] = lim

z→−1+
√

3i
2

(z − −1 +
√
3i

2
)

1

z2 + z + 1

= lim
z→−1+

√
3i

2

1

2z + 1
=

1√
3i

(ロピタルの定理より)

より ∫
C

1

z2 + z + 1
dz = 2πi(

1√
3i
) =

2π√
3

次に，∫
CR

1
z2+z+1 dz → 0 (R→ ∞)を示せれば，∫ ∞

−∞

1

x2 + x+ 1
dx =

∫
C

1

z2 + z + 1
dz =

2π√
3
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となり，実積分を求めたことになる．そこで ∫
CR

1
z2+z+1 dz → 0 (R→ ∞)を示す．

|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|, |z1 − z2| ≥ |z1| − |z2|

であることに注意すると

|z2 + z + 1| = |z2 − (−z − 1)| ≥ |z2| − | − (z + 1)| = |Z2| − |z| − 1 = R2 −R− 1

より

| 1

z2 + z + 1
| ≤ 1

|z2| − |z| − 1

≤ 1

R2 −R− 1
→ 0 (R→ ∞)

(b) ∫ ∞

0

1

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx =

1

2

∫ ∞

−∞

1

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx

より閉曲線 C を実軸上の −Rと Rを結ぶ直線と Rと −Rを結ぶ半径 R，中心 0の曲線 CR と
すると，∫

C

1

(z2 + 1)(z2 + 4)
dz =

∫ R

−R

1

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx+

∫
CR

1

(z2 + 1)(z2 + 4)
dz

と表わせる．ここで，∫
C

1
(z2+1)(z2+4) dz を求めると，特異点は z = ±i,±2iであるが，z = i, 2i

だけが曲線 C の内部にあるので，留数定理により∫
C

1

(z2 + 1)(z2 + 4)
dz = 2πi(Res[i] +Res[2i])

で求まる．なお，

Res[i] = lim
z→i

(z − i)
1

(z2 + 1)(z2 + 4)
= lim

z→i

1

(z + i)(z2 + 4)
=

1

2i(3)
=

1

6i

Res[2i] = lim
z→2i

(z − 2i)
1

(z2 + 1)(z2 + 4)
= lim

z→2i

1

(z2 + 1)(z + 2i)
=

1

−3(4i)
=

−1

12i

より ∫
C

1

(z2 + 1)(z2 + 4)
dz = 2πi(

1

6i
− 1

12i
) = 2πi(

1

12i
) =

π

6

次に，∫
CR

1
(z2+1)(z2+4) dz → 0 (R→ ∞)を示せれば，∫ ∞

−∞

1

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx =

∫
C

1

(z2 + 1)(z2 + 4)
dz =

π

6

となり，実積分を求めたことになる．そこで ∫
CR

1
(z2+1)(z2+4) dz → 0 (R→ ∞)を示す．

|z2 + 1| = |z2 − (−1)| ≥ |z2| − | − 1| = |Z2| − 1 = R2 − 1

|z2 + 4| = |z2 − (−4)| ≥ |z2| − | − 4| = |z2| − 4 = R2 − 4
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より

| 1

(z2 + 1)(z2 + 4)
| ≤ 1

|z2 + 1||z2 + 4|

≤ 1

R2 − 1

1

R2 − 4
→ 0 (R→ ∞)

(c)

三角関数の積分である．ここで，曲線 C は中心が原点で半径 1の円であるので， z = eiθ と
おく．次に，sin θ を z を用いて表すと，.

sin θ =
eiθ − e−iθ

2i
=
z − z−1

2i

また， dz = ieiθ = izdθ. よって，∫ 2π

0

dθ

1 + sin θ
=

∮
C

1

2 + z−z−1

2i

dz

iz
=

∮
C

2

z2 + 4iz − 1
dz

特異点は z = −2i ±
√
3i であるが，z = −2i −

√
3i は曲線 C の外側である. したがって，

z = −2i+
√
3iの留数を求めればよい．z = −2i+

√
3i は第 1位の曲であるので，

Res[−2i+
√
3i] = lim

z→−2i+
√
3i
(z − (−2i+

√
3i))

1

z2 + 4iz − 1
= lim

z→−2i+
√
3i

2

2z + 4i
=

1√
3i

したがって， ∮
C

2

z2 + 4iz − 1
dz = 2πi

1√
3i

=
2π√
3

これより ∫ 2π

0

dθ

2 + sin θ
=

2π

3

(d) この積分を求めるには, 曲線 C を z = eiθ で表す. すると sin θ = z−z−1

2i , dz = izdθ と
なる．よって， ∫ 2π

0

1

(2 + sin θ)2
dθ =

∮
C

1

(2 + z−z−1

2i )2
1

iz
dz

ここで，留数定理をもちいて次の積分を求める． ∮
C

1

(2+ z−z−1

2i )2
1
izdz.

(2+
z − z−1

2i
)2 = (2+

z2 − 1

2iz
)2 = 4+

4(z2 − 1)

2iz
+
z4 − 2z2 + 1

−4z2
=
z4 + 8z3i− 18z2 − 8zi+ 1

−4z2

これより
1

(2 + z−z−1

2i )2
=

−4z2

z4 + 8z3i− 18z2 − 8zi+ 1
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z4+8z3i−18z2−8zi+1 = (z2+4iz−1)2と表せるので，特異点は z = −2i±
√
−3 = −2i±

√
3i.

ただし， −2i−
√
3iは曲線 C の外側であるから， −2i+

√
3iの留数だけを求めればよい．∮

C

1

(2 + z−z−1

2i )2
1

iz
dz =

∮
C

−4πi

z4 + 8z3i− 18z2 − 8zi+ 1

より z = −2i+
√
3i は第 2位の極である. よって，

Res[−2i+
√
3i] = lim

z→−(2−
√
3)i

(
4πi

(z − (−2−
√
3i)2

)′

=
32
√
3i

48
=

−2
√
3i

3

したがって,

∮
C

1

(2 + z−z−1

2i )2
1

iz
dz = 2πi(

−2
√
3i

3
) =

4
√
3π

3

(e)

点 R と −R を結ぶ曲線 C1， 点 R と点 −R を結ぶ曲線 CR とする. 曲線 C はこの直線 C1

と曲線 CR でできているとする．ここでは，次のような積分を考える．∫
C1

eix

(x2 + 1)2
dx+

∫
CR

eiz

(z2 + 1)2
dz =

∮
C

iz

(z2 + 1) 2
dz

ます，留数定理を用いて ∮
C

eiz

(z2+1)2 dz の値を求める．z = ±i が特異点であるが，z = −i は曲
線 C の外部である．そこで，z = iの留数を求めると z = i は第 2位の極であるので，

Res[i] = lim
z→i

(
(z − i)2

eiz

(z + i)2(z − i)2

)′

=
−ie−1

2

したがって， ∮
C

eiz

(z2 + 1)2
dz = 2πi(

−ie−1

2
) = πe−1

C1 上での積分を行う.∫
C1

eix

(x2 + 1)2
dx =

∫ R

−R

eix

(x2 + 1)2
dx =

∫ 0

−R

eix

(x2 + 1)2
dx+

∫ R

0

eix

(x2 + 1)2
dx

=

∫ R

0

e−ix

(x2 + 1)2
dx+

∫ R

0

eix

(x2 + 1)2
dx = 2

∫ R

0

cosx

(x2 + 1)2
dx
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CR 上での積分を行う.
∫
CR

eiz

(z2+1)2 dx → 0 が R → ∞ で収束することを示す． | eiz

(z2+1)2 | ≤
M
Rk となるM,k が存在することを示せばよい．

eiz

(z2 + 1)2
| ≤ |eiz|

(z2 + 1)2
≤ 1

z4 − 2z2
≤ 1

R4 −R2

これより， ∫
C1

eix

(x2 + 1)2
dx+

∫
CR

eiz

(z2 + 1)2
dz =

∮
C

iz

(z2 + 1) 2
dz = πe−1

したがって，
2

∫ R

0

cosx

(x2 + 1)2
dx =

π

2e

(f)

点 R と −R を結ぶ曲線 C1， 点 R と点 −R を結ぶ曲線 CR とする. 曲線 C はこの直線 C1

と曲線 CR でできているとする．ここでは，次のような積分を考える．∫
C1

−ixeimx

x2 + 1
dx+

∫
CR

−izeimz

z2 + 1
dz =

∮
C

−izeimz

z2 + 1
dz

まず，留数定理を用いて ∮
C

−izeimz

z2+1 dz の値を求める. z = ±iが特異点であるが， z = −iは
曲線 C の外部である. そこで， z = iの留数を求めると z = iは 1位の極なので.

Res[i] = lim
z→i

−izeimz

(z + i)(z − i)
=
e−m

2i

したがって, ∮
C

−izeimz

z2 + 1
dz = 2πi

e−m

2i
= πe−m
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C1 上での積分を考える.∫
C1

−ixeimx

x2 + 1
dx =

∫ R

−R

−ixeimx

x2 + 1
dx =

∫ 0

−R

−ixeimx

x2 + 1
dx+

∫ R

0

−ixeimx

x2 + 1
dx

=

∫ R

0

ixe−imx

x2 + 1
dx+

∫ R

0

−ixeimx

x2 + 1
dx =

∫ R

0

−ix(eimx − e−imx)

x2 + 1
dx

= 2

∫ R

0

x sinmx

x2 + 1
dx

CR 上での積分を行う.
∫
CR

−izeimz

z2+1 dxが R → ∞で 0に収束することを示す． CR において
z = Reiθ であるから dz = Rieiθ そして，∫

CR

|−ize
imz

z2 + 1
|dz =

∫ π

0

|−iRe
iθeiRmeiθ

R2e2iθ
Rieiθ|dθ =

∫ R

0

|eiRmeiθ |dθ

=

∫ π

0

|eiRm(cos θ+i sin θ)|dθ =
∫ π

0

|eiRm(cos θ) · eiRm(sin θ|dθ

=

∫ π

0

e−Rm sin θdθ

ここで，sin θ のグラフを考える．[0, π2 ]と [π2 , π]とに積分を分けると，∫ π

0

e−Rm sin θdθ = 2

∫ π/2

0

e−Rmsinθdθ

また，[0, π2 ]において，sin θ ≥ 2θ
π が成り立つ. したがって，

2

∫ π/2

0

e−Rmsinθdθ ≤ 2

∫ π/2

0

e−Rm 2θ
π dθ

= 2
−π
2Rm

e−Rm 2θ
π |π/20

=
π

Rm
(e−Rm − 1) → 0 (R→ ∞)

これより, ∫
C1

−ixeimx

x2 + 1
dx+

∫
CR

−izeimz

z2 + 1
dz =

∮
C

−izeimz

z2 + 1
dz = πe−m

and ∫
C1

−ixeimx

x2 + 1
dx = 2

∫ R

0

x sinmx

x2 + 1
dx

Therefore, ∫ ∞

0

x sinmx

x2 + 1
dx =

π

2em

(g)
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∫∞
0

sin x
x(x2+1)2 dxを解くには, 点 0が特異点であることに注意し，点 εと点 Rを結ぶ直線を C1,

点 Rと −Rを結ぶ曲線 C2, 点 −Rと点 εを結ぶ直線 C3, 点 −εと点 εを結ぶ曲線 C4 を考える.

曲線 C は C1, C2, C3, C4 でできている. ここでは，次のような積分を考える．∫
C1

−ieix

x(x2 + 1)2
dx+

∫
C2

−ieiz

z(z2 + 1)2
dz + [

∫
C3

−ieix

x(x2 + 1)2
dx+

∫
C4

−ieiz

z(z2 + 1)2
dz

=

∮
C

−ieiz

z(z2 + 1)2
dz

まず，留数定理を用いて ∮
C

−ieiz

z(z2+1)2 dz の値を求める. z = 0,±iは得点であるが z = −iは曲
線 C の外部である. そこで z = 0, iの留数を求める.

Res[0] = lim
z→0

−zieiz

z(z2 + 1)2
= −i

次に z = iの留数を求める．z = iは 2位の極であるので，

Res[i] = lim
z→i

(
(z − i)2

−ieiz

z(z2 + 1)2

)′

=
−12ie−1

−16
=

3i

4e

したがって, ∮
C

−ieiz

z(z2 + 1)2
dz = 2πi(−i+ 3i

4e
) = 2π − 3π

2e

C1 と C3 における積分を行う.∫ R

ε

−ieix

x(x2 + 1)2
dx+

∫ −ε

−R

−ieix

x(x2 + 1)2
dx

x = −uとおくと，dx = −du， x : −R→ −ε, u : R→ ε. これより，∫ −ε

−R

−ieix

x(x2 + 1)2
dx =

∫ ε

R

−ieiu

(−u)(u2 + 1)2
(−du) =

∫ R

ε

−ie−ix

x(x2 + 1)2
dx
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したがって,∫ −ε

−R

−ieix

x(x2 + 1)2
dx+

∫ R

ε

−ieix

x(x2 + 1)2
dx =

∫ R

ε

ie−ix − ieix

x(x2 + 1)2
dx = 2

∫ R

ε

eix − e−ix

2ix(x2 + 1)2
dx

= 2

∫ R

ε

sinx

x(x2 + 1)2
dx

C2 における積分を行う.
∫
C2

−ieiz

z(z2+1)2 dz が R → ∞ で 0 に収束することを示す. z = Reiθ

より, ∫
C2

| −ieiz

z(z2 + 1)2
dz| ≤ 1

|z||z2 − 1|2
|dz| ≤ 1

R(R4 − 2R2)
πR ≤ 1

R4 −R2

したがって，定理より，この積分は R goes to ∞で 0に収束する．この結果，∫
C2

−ieiz

z(z2 + 1)2
dz = 0

C4 における積分を行う. f(z) = −ieiz

z(z2+1)2 を z = 0 の周りでの Laurent 展開をすでに行ってい
る．それによると，

f(z) =
−i
z

+ 1 +
z

2
+ · · ·

ここで，第 1項を積分する．z = εeiθ より dz = εieiθ. よって，∫
C4

−i
z
dz = −i

∫
C4

εieiθ

εeiθ
dθ =

∫ 0

π

dθ = π

第 2項以上は∫
C4

αzndz = α

∫ 0

π

|εneinθ(iεeiθ)dθ| ≤ α

∫ 0

π

|iεn+1ei(n+1)θ|dθ = −αεn+1π → 0 (ε→ 0)

これらを統合すると ∫ ∞

−∞

sinx

x(x2 + 1)2
dx = 2π − 3π

2e
− π

したがって，, ∫ ∞

0

fracsinxx(x2 + 1)2dx =
π

2
− 3π

4e

(g)
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∫∞
0

1−cosmx
x2 dxを解くには，点 εと点 Rを結ぶ直線を C1, 点 Rと −Rを結ぶ曲線 C2, 点 −R

と点 εを結ぶ直線 C3, 点 −εと点 εを結ぶ曲線 C4 を考える. 曲線 C は C1, C2, C3, C4 でできて
いる. ここでは，次のような積分を考える．∫

C1

1− eimx

x2
dx+

∫
C2

1− eimz

z2
dz +

∫
C3

1− eimx

x2
dx+

∫
C4

1− eimz

z2
dz =

∮
C

1− eimz

z2
dz

まず，留数定理を用いて ∮
C

1−eimz

z2 dz の値を求める．f(z) = 1−eimz

z2 を z = 0 のまわりで
Laurent展開する.

f(z) =
1− (1 + imz + 1

2 (imz)
2 + · · ·

z2
=

−im
z

+m2 + · · ·

これより，z = 0は 1位の極でその留数は −imである. したがって,∮
C

1− eimz

z2
dz = 2πi(−im) = 2πm

次に C1 と C3 上で積分を行う.∫ R

ε

1− eimx

x2
dx+

∫ −ε

−R

1− eimx

x2
dx

ここで，x = −uとおくと dx = −du，x : −R→ −ε, u : R→ εより,

∫ R

ε

1− eimx

x2
dx+

∫ R

ε

1− e−imx

x2
dx = 2

∫ R

ε

1− cosmx

x2
dx

C2 上において積分を行う．
∫
C2

1−eimz

z2 dz → 0が R→ ∞で 0に収束することを示す.∫
C2

1− eimz

z2
dz ≤ 1

|z|2
|dz| ≤ 2πR

R2
≤ 2π

R
→ 0 (R→ ∞)

最後に，C4 上において積分を行う. f(z) = 1−eimz

z2 とし，f(z)を z = 0の周りで Laurent展開
すると，

f(z) =
1− (1 + imz + (imz)2

2 + · · · )
z2

=
−im
z

+
m2

2
+ · · ·
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ここで z = εeiθ とおくと dz = εieiθdθ. また， θ は π から 0に移る. まず，第 1項について積
分すると

∫
C4

−im
z

dz =

∫ 0

π

−im
εeiεeiθ

(iεeiθ)dθ

=

∫ 0

π

−im
i
dθ = mθ |0π= −mπ

第 2項以下の積分は 0になるので，

∫
C1

1− eimx

x2
dx+

∫
C2

1− eimz

z2
dz +

∫
C3

1− eimx

x2
dx+

∫
C4

1− eimz

z2
dz

=

∮
C

1− eimz

z2
dz = 2mπ

したがって，
lim

R→∞

∫ R

−R

1− cosmx

x2
dx = 2πm+mπ = 3mπ

よって， ∫ ∞

0

1− cosmx

x2
dx =

3mπ

2
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索引

いちちふんすうかんすう, 10

Gauss平面, 3

共役複素数, 3
極形式, 3
虚数, 3
虚部, 3

積分, 22
零点, 10
線積分, 21

対数関数, 12

実部, 3
直交形式, 3

定義域, 9

複素数, 3
複素積分, 22
複素平面, 3

偏角, 3


